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ПРЕДИСЛОВИЕ 

Пособие посвящено методам решения задач из курса обыкновенных 
дифференциальных уравнений. 

Основная цель работы – помочь студентам в формировании мате-
матического мышления, в выработке практических навыков решения и 
исследования дифференциальных уравнений, описывающих эволюцион-
ные процессы в различных областях естествознания, что способствует 
реализации компетенции ОПК-2 Федерального государственного образова-
тельного стандарта, которая заключается в способности осуществлять 
сбор, анализ и обработку данных, необходимых для решения профес-
сиональных задач. 

Пособие разбито на разделы. В каждом разделе большое внимание 
уделено изложению методов решения типовых задач теории обыкновен-
ных дифференциальных уравнений, подбору и решению задач, объяс-
няющих основные идеи, понятия, теоретические факты и их практическое 
применение, подбору большого числа задач для самостоятельного решения 
студентами, которые помогут проверить уровень освоения дисциплины.  

Учебное пособие может использоваться при самостоятельной работе 
студентами дневного и заочного отделений, а также при дистанционном 
обучении. 

За основу пособия принят материал курса «Математический анализ» по 
теме «Дифференциальные уравнения», читаемый студентам, обучающимся 
по направлению 38.03.01 «Экономика». 
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1. ОБЩИЕ СВЕДЕНИЯ  
О ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЯХ 

При решении различных задач математики, физики, химии и других 
наук часто пользуются математическими моделями в виде уравнений, 
связывающих независимую переменную, искомую функцию и ее произ-
водные. Такие уравнения называются дифференциальными (термин 
принадлежит Г.Лейбницу, 1676 г.).  

Первые исследования дифференциальных уравнений проведены были 
в конце XVIIв. в связи с изучением проблем механики и необходимостью 
решения некоторых геометрических задач. В становление теории диффе-
ренциальных уравнений значительный вклад внесли Г.Лейбниц, И.Ньютон, 
Л.Эйлер, Ж.Лагранж, О.Коши, С.В.Ковалевская, А.М.Ляпунов. В XX в. 
теория дифференциальных уравнений получила дальнейшее развитие в 
трудах И.Г.Петровского, В.И.Смиронова, С.Л.Соболева, А.Н. Тихонова, 
Ю.А.Митропольского, Н.П.Еругина. 

 

1.1. Основные понятия 

Дифференциальным уравнением (ДУ) называется уравнение, связы-
вающее независимую переменную, искомую функцию и ее производные: 

  0,...,,,, )(  nyyyyxF .  

Наивысший порядок производной, входящей в ДУ, называется 
порядком этого уравнения.  

Например, уравнение 023  yyy  – обыкновенное ДУ третьего 

порядка, а уравнение 22 5 yxyyx   – первого порядка, yx zxzy   – ДУ в 

частных производных первого порядка. 
Решением дифференциального уравнения называется функция, 

которая при подстановке в уравнение обращает его в тождество. 
Если искомая неизвестная функция зависит от одной переменной, то 

ДУ называют обыкновенным; в противном случае – ДУ в частных произ-
водных. Начнем с рассмотрения обыкновенных ДУ. 

Процесс нахождения решения ДУ называется его интегрированием, а 
график решения ДУ – интегральной кривой. 

 
 

1.2. Задачи, приводящие к дифференциальным уравнениям 

Задача 1. Материальная точка массы m замедляет свое движение под 
воздействием силы сопротивления среды, пропорциональной квадрату 
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скорости V. Найти зависимость скорости от времени. Найти скорость точки 
через 4 с после начала замедления, если V(0)=100 м/с, а V(1)=50 м/с. 

Решение. Примем за независимую переменную время t, отсчитываемое 
от начала замедления движения материальной точки. Тогда скорость точки 
V будет функцией от t, т.е. )(tVV  . 

Для нахождения )(tV  применим второй закон Ньютона (основной 
закон механики): 

Fam  ,  

где )(tVa   –  ускорение движущего тела; 
F  –  результирующая сила, действующая на тело в процессе 

движения. 
В данном случае 2kVF  , 0k  – коэффициент пропорциональности 

(знак минус указывает на то, что скорость тела уменьшается). Следова-
тельно, функция )(tVV   является решением дифференциального урав-
нения 

2VkVm  , 2V
m

k
V  ,  

где m – масса тела. 
Решением дифференциального уравнения является функция 

Ct
m

k
V


 1

,  

где С – const. 
Для нахождения скорости точки через 4 с после начала замедления, 

найдем параметры 
m

k
 и С, учитывая условия задачи: 

100
1

)0( 
C

V , 
100

1C        и      50
1

)1( 



C

m

k
V , 

100

1
m

k
. 

Следовательно, скорость точки изменяется по закону  

1

100




t
V .  

Поэтому 20)4( V  м/с. 

Задача 2. Найти кривую, проходящую через точку (4;1), зная, что 
отрезок любой касательной к ней, заключенный между осями координат, 
делится в точке касания пополам. 
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Решение. Пусть );( yxM  – произвольная точка 
кривой, уравнение которой )(xfy  . Для определен-
ности предположим, что кривая расположена в 
первой четверти (см. рисунок). 

Для составления дифференциального уравнения 
воспользуемся геометрическим смыслом первой 
производной: tg  есть угловой коэффициент каса-
тельной; в точке );( yxM  он равен y , т.е. tgy   . 

Из рисунка видно, что tg( )
MC

MBC
BC

  , 

tg( ) tg(180 ) tgMBC        ,  yMC  .  
По условию задачи MBAM  , следовательно, xCBOC  . 

Таким образом, получаем tg
y

x
    или 

x

y
y  . Решением получен-

ного дифференциального уравнения является функция 
x

y
4  (гипербола). 

Можно показать, что 
 закон изменения массы радия в зависимости от времени, когда нет 

цепной реакции («радиоактивный распад»), описывается дифференциаль-

ным уравнением mk
dt

dm  , где 0k  – коэффициент пропорционально-

сти; )(tm  – масса радия в момент времени t ; 

 «закон охлаждения тел», т.е. закон изменения температуры тела в 

зависимости от времени, описывается уравнением )( 0tTk
dt

dT  , где 

)(tT  – температура тела в момент времени t ; k  – коэффициент 
пропорциональности; 0t  – температура воздуха (среды охлаждения); 

 зависимость массы x  вещества, вступившего в химическую реак-

цию, от времени t  во многих случаях описывается уравнением xk
dt

dx  , 

где k  – коэффициент пропорциональности; 
 «закон размножения бактерий» (зависимость массы m  бактерий от 

времени t ) описывается уравнением mkmt  , где 0k ; 

 закон изменения давления воздуха в зависимости от высоты над 

уровнем моря описывается уравнением pk
dh

dp  , где )(hp  – атмосфер-

ное давление воздуха на высоте h , 0k . 
Приведенные примеры указывают на исключительно важную роль 

дифференциальных уравнений при решении самых разнообразных задач. 
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2. ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ  
ПЕРВОГО ПОРЯДКА 

2.1. Основные понятия и определения 

ДУ первого порядка в общем случае можно записать в виде  

0);;( yyxF . (2.1.1) 

Если уравнение (2.1.1) удается разрешить относительно y , то получим  

),( yxfy   (2.1.2) 

– уравнение первого порядка, разрешенное относительно производной. 
Теорема Коши (существования и единственности решения ДУ первого 

порядка). Если в уравнении ),( yxfy   функция f(x,y) и ее частная произ-
водная ),( yxf y

  непрерывны в некоторой области D, содержащей точку 

(x0,y0), то существует единственное решение )(xy   этого уравнения, 
удовлетворяющее условиям: 

y=y0 при x=x0  (2.1.3) 

С геометрической точки зрения теорема утверждает, что через каждую 
внутреннюю точку (x0,y0) области D проходит единственная интегральная 
кривая. Очевидно, что в области D, содержащей бесчисленное множество 
точек, уравнение (2.1.2) имеет бесчисленное множество интегральных 
кривых. 

Условия (2.1.3), в силу которых функция принимает заданное значение 

0y  при 0xx  , называются начальными условиями и часто записываются в 
виде  

00
yy xx  . (2.1.4) 

Задача нахождения решения ДУ (2.1.2), удовлетворяющего начальным 
условиям (2.1.4), называется задачей Коши. 

Общим решением ДУ первого порядка называется функция  

),( Cxy  , (2.1.5) 

зависящая от х и произвольной постоянной С и удовлетворяющая двум 
условиям: 

1. Она является решением уравнения при любом значении С. 
2. При любом начальном условии 0yy   при 0xx   существует един-

ственное значение постоянной 0CC  , такое, что функция ),( 0Cxy   удо-
влетворяет данному начальному условию. 
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При этом предполагается, что точка ),( 00 yx  принадлежит той области, 
в которой выполняются условия теоремы Коши. 

Если общее решение задано в неявном виде 

0),,(  Cyx , (2.1.6) 

то его часто называют общим интегралом ДУ.  
Частным решением ДУ называется функция 

);( 0Cxy  , (2.1.7) 

которая получается из его общего решения фиксированием произвольной 
постоянной. Аналогично определяется частный интеграл уравнения 

0),,( 0  Cyx . (2.1.8) 

 

2.2. Уравнения с разделяющимися переменными  
и приводящиеся к ним 

Дифференциальные уравнения вида 

0)()(  dyyQdxxP  (2.2.1) 

называется уравнением с разделенными переменными. 
В таких дифференциальных уравнениях одно слагаемое зависит только 

от х, а другое – от y. 
Общий интеграл ДУ с разделенными переменными имеет вид 

   CdyxQdxxP )()( . (2.2.2) 

ДУ с разделяющимися переменными называется уравнение вида 

0)()()()( 2211  dyyQxPdxyQxP . (2.2.3) 

Уравнение (2.2.3) легко сводится к уравнению (2.2.1) путем почленного 
деления обеих его частей на 0)()( 21  xPyQ . Получаем 

0
)(

)(

)(

)(

1

2

2

1  dy
yQ

yQ
dx

xP

xP
. (2.2.4) 

Общий интеграл 

   Cdy
yQ

yQ
dx

xP

xP

)(

)(

)(

)(

1

2

2

1 . (2.2.5) 

Замечания:  
1. При почленном делении обеих частей ДУ на )()( 21 xPyQ   могут быть 

потеряны некоторые решения. Поэтому следует отдельно решить уравне-



 9

ние 0)()( 21  xPyQ  и установить те решения ДУ, которые не могут быть 
получены из общего решения – особые решения. 

2. Уравнение )()( 21 yfxfy   также сводится к уравнению с разде-
ленными переменными. Для этого достаточно записать производную через 

дифференциалы 
dx

dy
y   и разделить переменные. 

3. Уравнение )( cbyaxfy  , где cba ,,  – действительные числа, 
путем замены cbyaxz   сводится к ДУ с разделяющимися перемен-
ными. Дифференцируя обе части уравнения по x , получим: 

ybaz  , т.е. ))(( xzfbaz  dx
zfba

dz 



)(

. 

Интегрируя последнее уравнение и, заменяя z  на cbyax  , получим 
общий интеграл исходного уравнения. 

 

Пример 1. Решить уравнение 0
1 2




ydydx
x

x
. 

Решение. Данное ДУ – уравнение с разделенными переменными. 
Поэтому находим общий интеграл уравнения по формуле (2.2.2): 

  


Cydydx
x

x
21

;  

  



Cydy
x

xd
2

2

1

)1(

2

1
; 

C
y

x 
2

)1ln(
2

1 2
2  – общий интеграл ДУ. 

 
Пример 2. Решить уравнение yyyx  122 . 
Решение. Приведем уравнение к виду (2.2.3): 

122  y
dx

dy
yx ; 

dxydyyx )1(22  ; 

Делим обе части уравнения на 0)1(2  yx  и получаем  

2

2

1 x

dx
dy

y

y 


. 

Переменные разделены. Интегрируем обе части уравнения: 

 


C
x

dx
dy

y

y
2

2

1
;  

  



C

x

dx
dy

y

y
2

2

1

1)1(
; 



 10

   


 C
x

dx

y

dy
dyy

21
)1( ; 

C
x

yy
y  1

)1ln(
2

2

 – общий интеграл ДУ. 

При делении на )1(2  yx  могли быть потеряны решения 0x  и 
1,01  yy . Проверкой убеждаемся, что 1y  – решение исходного 

уравнения, а 0x  – нет. 
 
Пример 3. Найти частное решение уравнения yyxy lnsin  , удовле-

творяющее начальному условию ey 





 

2
. 

Решение. Запишем производную через отношение дифференциалов 

yy
dx

dy
x lnsin  . 

Умножим обе части ДУ на dx : 
dxyydyx  lnsin . 

Разделим обе части на 0sinln  xyy : 

x

dx

yy

dy

sinln



; 

  


C
x

dx

yy

dy
ln

sinln
; 

ln ln ln tg ln
2

x
y C  ; 

ln ln ln tg
2

x
y C  ; 

ln tg
2

x
y C  , 

2

x
tgC

ey


  – общее решение ДУ. 
Чтобы найти частное решение, удовлетворяющее начальному условию, 

подставим в общее решение 
2

x , ey  . 

4




tgC

ee , Cee  1C . 

Частное решение ДУ: 2

x
tg

ey  . 
 
Пример 4. Решить уравнение 32  xyy . 
Решение. Приведем уравнение к виду )( cbyaxfy  . 
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yxy  32  – уравнение, приводящееся к уравнению с разде-
ляющимися переменными. 

Сделаем замену: yxxz  32)(   yz  2  2 zy . 
Тогда zz  2 , 2 zz . 

Так как 
dx

dz
z  , то 2 z

dx

dz
. 

Разделяя переменные и интегрируя, получим: dx
z

dz 
 2

. 

Cdx
z

dz 
 2

,  

Cxz  2ln , 
Cxez  2 ,  

  Cxeyx  232 , 
xeCyx  12  – общий интеграл ДУ. 

Пример 5. Найти частное решение уравнения   12  yyx , удовле-
творяющее начальному условию 1)0( y . 

Решение. Сделаем замену: 







.1

,2

yz

yxz
 

yz  21
2

1
z

y . 

Тогда получим:  

1
2

1  z
z ,  

  21  zz , 
2 zzz ,  
zzz  2 . 

z
dx

dz
z  2  – уравнение с разделяющимися переменными. 

Разделим переменные и проинтегрируем обе части ДУ: 

dx
z

dzz 
2

, 

Cdx
z

dzz 
 2

,  

Cdxdz
z

z 



 2

2)2(
, 

Cdxdz
z

dz 


  2

2
, 

Cxzz  2ln2 , 
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Cxyxyx  22ln22 , 

Cyyx  22ln , или yeCyx  22  – общий интеграл ДУ. 

Используя начальные условия, найдем значение произвольной по-
стоянной C : 

1202  eC , 10  eC 0C . 
022  yx  – частное решение ДУ. 

 

Задачи для самостоятельного решения 

В задачах 1–34 решить дифференциальное уравнение 

1. 3 23 yy  . 2. yxy  5 . 

3. 0 yyx . 4. 0 xyy . 

5. 02  yyx . 6. 21 xyyx  . 

7. 1 xyy . 8.   01  xyyx . 

9. 0 dxydyx . 10. 
y

x
yy

21 . 

11.   01 2  dyxydxy . 12. 2yyyx  . 

13. 22 22  yyyx . 14. 0ln  dxxyy . 

15. dyxydxy 12 . 16. 2yyyx  . 

17.     011 22  dyxdxy . 18.   021 22  xyyx . 

19.     0121 2  dxexdyxe yy . 20.   042  dyydxyx . 

21. 0)ln(cos  dytgyxdxy . 22.   dyxdxy  21 . 

23.   01  dyxdxxy . 24. xyxyy 22  . 

25. 2 yctgxy . 26.   yx eyye 1 . 

27. 1)2(,ln 


yy
y

y
. 28. 2)1(,2  yyy . 

29. yxy 2 , 1)4( y . 30.   xx eyye 1 , 1)0( y . 

31. 022  yyx , 1)4( y .  32.   01 2  dyxydxy , 1)2( y . 

33.   012 2  dxydyx , 1)4( y  34. 
x

y
yx

ln
 , 1)( ey . 
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2.3. Однородные дифференциальные уравнения первого порядка. 
Уравнения в полных дифференциалах 

К уравнению с разделяющимися переменными приводятся однородные 
ДУ первого порядка.  

Функция ),( yxf  называется однородной функцией n-го порядка, если 
при умножении каждого ее аргумента на произвольный множитель   вся 
функция умножается на n , т.е. 

),(),( yxfyxf n  . 

Например, 
22

22

5
),(

yx

yx
yxf


  – однородная функция нулевого порядка, 

так как  

 
),(

)5(

)(

)()(5

)()(
),(

222

222

22

22

yxf
yx

yx

yx

yx
yxf 





 .  

ДУ ),( yxfy   называется однородным ДУ первого порядка, если 
),( yxf  – однородная функция нулевого порядка. 

Пусть ),( yxfy   – однородное ДУ первого порядка. 

1. Пусть 
x

1 , тогда  














 

x

y
fy

x
x

x
fyxfyxf ,1

1
,

1
),(),( ,  

Исходное ДУ ),( yxfy   примет вид  









x

y
fy ,1 . (2.3.1) 

Замечание. Возможен случай, когда 






 1,
y

x
fx , где )(yxx  . 

2. Введем подстановку: 
x

y
xu )( , xuy  , uxuxuxuy  . 

3. Уравнение (1) запишем в виде ),1( ufuxu  . 
4. Получим уравнение с разделяющимися переменными 

uufx
dx

du  ),1( , или 
x

dx

uuf

du 
),1(

. 

5. Интегрируя, находим 

 


Cx
uuf

du
ln

),1(
. 
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6. Заменяя после интегрирования u  отношением 
x

y
, получим общий 

интеграл данного ДУ. 
Замечание. Однородное ДУ первого порядка еще называют ДУ с 

однородными коэффициентами. Оно может быть записано в виде  
0),(),(  dyyxQdxyxP , где ),( yxP  и ),( yxQ  – однородные функции 

одинакового порядка. 

Пример 1. Решить уравнение 
2

27

y

x

x

y
y  . 

Решение. Уравнении однородное, так как  

   
  2

2

2

2 77
;

y

x

x

y

y

x

x

y
yxf 





 .  

Введем подстановку 
x

y
xu )( , xuy  , uxuy  . 

Запишем уравнение в виде  

2

7

u
uuxu  ,  

2

7

u
xu  . 

Разделим переменные: 

2

7

u
x

dx

du  ,  

x

dx
duu

72  .  

Проинтегрировав    C
x

dx
duu ln72 , получим: 

Cx
u

lnln7
3

3

 ,  

Cx
u  7

3

ln
3

.  

Заменим u  отношением 
x

y
: 

Cx
x

y 





 7

3

ln
3

1
, 3 7ln3 Cxxy   – общее решение ДУ. 
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Пример 2. Решить уравнение 02)( 22  dyxydxyx . 
Решение. Уравнение однородное. Приведем его к виду (2.3.1) 

0222 
dx

dy
xyyx ; 

xy

xy

dx

dy

2

22  ; 

x

y
x

y

y
2

1
2









 . 

Введем подстановку 
x

y
xu )( , xuy  , uxuy  . 

Запишем уравнение в виде  

u

u
uxu

2

12  ; 

u
u

u
ux 

2

12

; 

u

uu
ux

2

21 22  ; 

u

u
ux

2

12  . 

Разделим переменные:  

u

u

dx

du
x

2

12  ; 

x

dx

u

duu 
1

2
2

. 

Проинтегрировав  


C
u

du

u

udu
ln

1

2
2

, получим: 

Cuu lnln1ln 2  , 

x

C
u 12 . 

Заменим u  отношением 
x

y
:  

x

C

x

y 1
2

2

; 

Cxxy  22  – общий интеграл ДУ. 
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Пример 3. Решить уравнение yyxyx  22 . 

Решение. Уравнение однородное. Приведем его к виду (2.3.1): 

x

y

x

yx
y 




22

, 

x

y

x

yx
y 

2

22

, 

x

y

x

y
y 








2

1 . 

Введем подстановку 
x

y
xu )( , xuy  , uxuy  . 

Запишем уравнение в виде  

uuuxu  21 , 
21 uxu  . 

Разделим переменные: 
21 ux

dx

du  , 

x

dx

u

du 
 21

. 

Проинтегрировав C
x

dx

u

du
ln

1 2


  , получим: 

Cxu lnlnarcsin  ,  

xCu  lnarcsin . 

Заменим u  отношением 
x

y
:  

xC
x

y  lnarcsin  или xCxy  lnsin  – общее решение ДУ. 

При разделении переменных возможна потеря решений 0x , xy  . 
Непосредственной подстановкой в уравнение проверяем, что 0x  не 
является решением данного ДУ, а функция xy   – решения, которые не 
входят в общий интеграл уравнения. 

 
Уравнение  

0),(),(  dyyxQdxyxP   (2.3.2)  

называется уравнением в полных дифференциалах, если его левая часть 
есть полный дифференциал некоторой функции ),( yxu , т.е. 

),(),(),( yxdudyyxQdxyxP  .  
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В этом случае уравнение (2.3.2) можно записать в виде 0),( yxdu , а 
его общий интеграл будет иметь вид  

Cyxdu ),( . (2.3.3) 

Приведем условие, по которому можно сделать вывод о том, что 
выражение dyyxQdxyxP ),(),(   есть полный дифференциал некоторой 
функции. 

Теорема. Для того, чтобы выражение dyyxQdxyxP ),(),(  , где 

функции ),( yxP  и ),( yxQ  и их частные производные 
y

P




 и 
x

Q




 непре-

рывны в некоторой открытой, односвязной области D плоскости Оxy, было 
полным дифференциалом, необходимо и достаточно выполнение условия 

x

Q

y

P







 для любого Dyx ),( . 

Пусть дано уравнение (1) 0),(),(  dyyxQdxyxP . 

1. Находим 
y

P




 и 
x

Q




. Если 
x

Q

y

P







, то уравнение (2.3.2) в полных 

дифференциалах. 

2. Определим область D, в которой ),( yxP , ),( yxQ , 
y

P




, 
x

Q




 – непре-

рывны. Возьмем Dyx ),( 00 . 

3. Проинтегрируем   
x

x

y

y

CdyyxQdxyxP
0 0

),(),( . 

Пример 1. Решить уравнение     0332 232  dyyxdxyxx . 
Решение.  
1. yxxyxP 232),(  , 23 3),( yxyxQ  . 

Находим 23x
y

P 



, 23x
x

Q 



.  

 23x
x

Q

y

P 






 – исходное ДУ – уравнение в полных дифферен-

циалах. 
2. RyRxD  ,: . Возьмем 00 x , 00 y . 
3. Проинтегрируем:  

   
x y

Cdyydxyxx
0 0

22 332 ; 

Cyyxx  332  – общий интеграл ДУ. 
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Пример 2. Решить уравнение 
223

25

xy

xy
y


 . 

Решение. Приведем уравнение к виду (2.3.2) 

223

25

xy

xy

dx

dy


 , 

   dxxydyxy 253 22  ,  

    0352 22  dyxydxxy . 

1. 52),(  xyyxP , 223),( xyyxQ  . 

Находим x
y

P
2




, x
x

Q
2




. 

 x
x

Q

y

P
2







 – исходное ДУ – уравнение в полных дифференциалах. 

2. RyRxD  ,: . Возьмем 00 x , 00 y . 
3. Проинтегрируем:  

     
x y

Cdyxydxxy
0 0

22352 ; 

Cyxyx  32 5  – общий интеграл ДУ. 
 
Пример 3. Решить уравнение   0coscossin 2  dyxyxdxxyxyxy . 
Решение.  
1. xyxyxyyxP cossin),(  , xyxyxQ cos),( 2 . 
Находим:  

xyyxxyxxyyxxyxxyx
y

P
sincos2sincoscos 22 




; 

xyyxxyx
x

Q
sincos2 2 




;   

xyyxxyx
x

Q

y

P
sincos2 2 







 – исходное ДУ – уравнение в полных 

дифференциалах. 
2. RyRxD  ,: . Возьмем 00 x , 00 y . 
3. Проинтегрируем:  

   
x y

Cxydyxdxxyxyxy
0 0

2 coscossin ; 

   )(cos
1

sincos
1

cossin
0

yxy
y

xyxxy
y

dxxyxyxy
x

 

)(sin yxyx  . 
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Интеграл  
x

xydxxy
0

cos  вычислим по частям: 




 

xxx

xydxxyxxy
y

vxydxdv

ydxduxyu
xydxxy

000

sinsinsin
1

coscos  

Cxy
y

xyx  cos
1

sin . 

)(sincos
0

2 xxyxdyxyx
y

 . 

Общий интеграл ДУ: Cxyx  sin . 
 

Пример 4. Решить уравнение   dy
y

x
ydxyx 







 
3

2 2ln13 . 

Решение. Приведем исходное уравнение к виду (2.3.2): 

  02ln13
3

2 






  dyy
y

x
dxyx . 

1.  yxyxP ln13),( 2  , y
y

x
yxQ 2),(

3

 . 

Находим: 

y
x

y

P 1
3 2 




, 
y

x

x

Q 23



.  

y

x

x

Q

y

P 23






 – исходное ДУ – уравнение в полных дифференциалах. 

2. 0,:  yRxD . Возьмем 00 x , 10 y . 
3. Проинтегрируем: 

   






 
yx

Cdyy
y

x
dxyx

1
1

3

0

2 2ln13 . 

    )(ln1ln13 3

0

2 yyxdxyx
x

 . 

)(1ln2 23

1

3

xyyxdyy
y

xy








  . 

  1

23 1ln1 Cyyx  , 

  Cyyx  23 ln1  – общий интеграл ДУ. 
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Задачи для самостоятельного решения 

В задачах 35–68 решить дифференциальное уравнение 

35. 
y

x

x

y
y  . 36.   04 22  dxyyxxdy . 

37.  dxyxdyxy 332  . 38.   022  xydydxyx . 

39.   023 22  xydydxyx . 40. 
223

2

yx

xy
y


 . 

41.     043 2  dyxydxxy . 42.     02  dyyxdxyx . 

43.     0222  dyxyxdxxyy . 44. 22 yyxyxy  . 

45. 
x

y
yyx ln . 46. yexyx x

y

 . 

47. 
yx

yx
y


 . 48. 22 2xyyxy   

49. 24
2


x

y

x

y
y . 50. 

arctg

x
xy y

y
x

  
 
 
 

. 

51. 
2

4 







x

y

x

y
y , 2)1( y . 52. 

2

22 2

x

xy
y

 . 

53.   yyxy 3 . 54.   013 32  yexex yy . 

55.   0ln3  dyxydx
x

y
. 56.     022 2323  dyyxydxxyx . 

57.     0cos1sin2  dyyxdxyx . 58.   02   dyexydxe yy . 

59.   0ln3  dyxydx
x

y
. 60. 0

32
4

22

3
 dy

y

xy
dx

y

x
. 

61.     02sin2cos2 22  dyyxydxyx . 

62.   03cos
2

3
1sin3 2 






  dyyxdxyx . 

63.     03223 22  dyyxydxyxx . 

64.     06492 3322  dyyxydxyxx . 

65.     011 2222  dyyyxdxyxx . 

66.     022 2323  dyyxydxxyx . 

67.     043 32   dyyedxxe yxyx , 0)0( y . 

68.   02  dyyexdxe yy , 0)1( y . 
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2.4. Линейные уравнения первого порядка.  
Уравнения Бернулли 

Уравнения вида  

)()( xQyxPy  , (2.4.1) 

где )(xP  и )(xQ  – непрерывные функции на промежутке ),( ba  или числа, 
называется линейным ДУ первого порядка. 

Замечание. Линейное ДУ первого порядка, в котором y  – аргумент, а 
)(yxx  , имеет вид  

)()( yQxyPx  .  

Особенность ДУ (2.4.1): искомая функция у и ее производная y  
входят в уравнение в первой степени, не перемножаясь между собой. 

Рассмотрим способ И.Бернулли интегрирования ДУ (2.4.1). 
Решение линейного уравнения (2.4.1) будем искать в виде произ-

ведения двух функций )(xuu  и )(xvv  . 
1. Пусть )()( xvxuy  . 
2. Найдем производную vuvuy  . 
3. Подставив y  и y  в уравнение (**), получим: 

QvuPvuvu  ; 
QuPuvvu  )( . 

Положим 0 uPu , значит Qvu  . Имеем систему ДУ с разде-
ляющимися переменными: 








.

,0

Qvu

uPu
  (2.4.2) 

4. В качестве u  выберем частное решение уравнения  

0 uPu . (2.4.3) 

Разделим в нем переменные  

0 uP
dx

du
, 

uP
dx

du  ,  

dxP
u

du  . 

Проинтегрировав, получим: 

  1ln CPdxu . 
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Нам достаточно найти одну из функций, удовлетворяющих уравнению 
(2.4.2), так как добавление 1C не повлияет на вид общего решения данного 
уравнения. Пусть 01 C , тогда 

 Pdx
eu . 

5. Подставив найденную функцию u  во второе уравнение системы 
(2.4.2), получим:  

Qev
Pdx   . 

Получим уравнение с разделяющимися переменными. Решим его: 

Qe
dx

dv Pdx   ,  

dxQedv
Pdx   ,  

dxeQdv
Pdx , 

CdxeQv
Pdx    . 

6. По формуле vuy   получим общее решение уравнения (2.4.1): 

  




  

PdxPdx
eCdxeQy . 

Уравнение вида nyxQyxPy  )()( , где Rn , 0n , 1n , назы-
вается уравнением Бернулли. 

Замечание: Уравнение Бернулли, в котором y  – аргумент, а )(yxx  , 
имеет вид  

nxyQxyPx  )()( , где Rn , 0n , 1n . 
Уравнение Бернулли можно свести к линейному.  
Если в уравнении Бернулли 0n , то уравнение – линейное, при 1n  – 

с разделяющимися переменными. 
В общем случае, разделив уравнение Бернулли на 0ny , получим: 

QyPyy nn   1 . (2.4.4) 

Обозначим )(1 xzy n  , тогда yyn
dx

dz
z n  )1( . 

Отсюда находим  
n

z
yy n






1
. 

Тогда уравнение (2.4.4) принимает вид 

)()(
1

1
xQzxPz

n



 – уравнение линейное относительно z . Таким 

образом, подстановка 1 nyz  сводит уравнение (2.4.4) к линейному. 
Решать его будем способом Бернулли vuy   (не сводя его к линей-

ному). 
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Пример 1. Решить уравнение 3)1(
1

2 


 xy
x

y . 

Решение.  
1. Уравнение линейное, введем подстановку )()( xvxuy  . 
2. vuvuy  .  
3. Подставив y  и y  в исходное уравнение, получим: 

3)1(
1

2 


 x
x

uv
vuvu ; 

3)1(
1

2 








 x

x

u
uvvu ; 














.)1(

,0
1

2

3xvu
x

u
u

 

4. Решим уравнение 0
1

2 



x

u
u . Разделим переменные: 

0
1

2 



x

u

dx

du
,  

1

2




x

u

dx

du
,  

1

2




x

dx

u

du
. 

Проинтегрировав, получим: 
1ln2ln  xu , 

2)1(  xu . 
5. Подставим найденную функцию u  во второе уравнение системы: 

3( 1)u v x   , 
32 )1()1(  xvx , 

1 xv .  
Следовательно,  

1 x
dx

dv
, 

dxxdv )1(  , 

C
x

v 
2

)1( 2

. 

6. 2
2

)1(
2

)1( 






  xC
x

vuy  – общее решение ДУ. 
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Пример 2. Найти частное решение уравнения xxyyx sin2  , если 

1
2







 y . 

Решение.  
1. Уравнение линейное, введем подстановку )()( xvxuy  . 
2. vuvuy  . 
3. Подставив y  и y  в исходное уравнение, получим: 

xxuvvuvux sin)( 2  , 

xxuvvuxvux sin2  ; 
xxuuxuvux sin)( 2  , 








.sin

,0
2 xxuvx

uux
 

4. Решим уравнение 0 uux . Разделим переменные: 

0 u
dx

dux
, 

u
dx

dux  , 

dxudux  , 

x

dx

u

du  . 

Проинтегрировав, получим: 
xu lnln  , 

xu  . 
5. Подставим найденную функцию u  во второе уравнение системы: 

xxvx sin22  , 

x
dx

dv
sin , 

dxxdv sin , 
следовательно, Cxv  cos . 
6.  Cxxvuy  cos  – общее решение ДУ. 

Найдем частное решение. Подставим 1y , 
2

x  в общее решение и 

найдем постоянную С: 







  C

2
cos

2
1 ,  

C
2

1
 ,  
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
 2

c . 

Следовательно, 








 2

cos xxy  – частное решение ДУ. 

 
Пример 3. Решить уравнение 1)(  yyx . 
Решение.  

1. Учитывая, что 
x

y


 1
, от исходного уравнения переходим к 

линейному ДУ, в котором y  – аргумент, а )(yxx  : 
yxx  . 

Введем подстановку: )()( yvyux  . 
2. vuvux  .  
3. Подставив x  и x  в исходное уравнение, получим: 

yvuvuvu  ,  
yvuvuvu  , 
yvuuuv  )( , 








.

,0

yvu

uu
 

4. Решим уравнение 0 uu . Разделим переменные 

u
dy

du  , 

dy
u

du  . 

Проинтегрировав, получим:  
yu ln , 

yeu  . 
5. Подставим найденную функцию u  во второе уравнение системы 

yve y  , 

y
dy

dve y

 , 

dyyedv y , 

   Cdyyev y . 

 



 


 Ceyedyeye
evdyedv

dyduyu
dyye yyyy

yy

y . 

Cyev y   )1( . 

6.   yyy eCyeCyevux   )1()1(  – общее решение ДУ. 
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Пример 4. Решить уравнение Бернулли xyyyx ln2  . 
Решение.  
1. Введем подстановку )()( yvyux  . 
2. vuvux  .  
3. Подставив x  и x  в исходное уравнение, получим: 

xvuvuuvxvux ln22  , 








.ln

,0
22 xvuuvx

uux
 

4. Решим уравнение 0 uux . 

0 u
dx

du
x , 

u
dx

du
x  . 

Разделим переменные:  

x

dx

u

du  , 

xu lnln  , 
1lnln  xu , 

x
u

1 . 

5. Находим функцию v , подставив найденную функцию u , во второе 
уравнение системы: 

xv
xx

vx ln
11 2

2
 , 

2

2 ln

x

xv
v

 , 

2

2 ln

x

xv

dx

dv  , 

dx
x

x

v

dv
22

ln , 

   Cdx
x

x

v

dv
22

ln
. 

Интеграл  dx
x

x
2

ln
 вычислим методом интегрирования по частям: 

C
xx

x

x

dx

x

x

x
v

x

dx
dv

x

dx
duxu

dx
x

x 



 

1lnln
1

lnln
2

2

2
. 
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Получаем: 

C
xx

x

v
 1ln1

, 

x

Cxx

v

 1ln1
, 

Cxx

x
v




1ln
. 

6. 
Cxx

vuy



1ln

1
 – общее решение ДУ. 

 

Задачи для самостоятельного решения 

В задачах 69–100 решить дифференциальное уравнение 

69. x
x

y
y  . 70. 2xy

x

y
y  . 

71. 
x

tgxyy
cos

1 . 72. xyyx sin2  . 

73.   1̀2  yxe y . 74. 1
21
2

 y
x

x
y . 

75. xeyy  .  76. yxy  . 

77. 
2

22 xxexyy  .  78. xyy cos . 

79. 3xyxyy  . 80. 2xyyxy  . 

81. 3xyyy  .  82. 252 yxyyx  . 

83. 32
x

x

y
y  . 84. 322  xyyx . 

85.   01 2  dyxydxy . 86. 
2

3

23
y

x
yyx  . 

87. xxyyx cos2  . 88. 22 yxyx  . 

89. 22 xyyx  .  90. 0 xeyyx . 

91. 2

1
y

x

y
y 


 . 92. 2tg cos 0y y x y x      . 

93. xx
xx

y
y ln

ln



 . 94. 2ctg 2cos ctgy x y x x     . 

95. 








  2

2
,sin yxyyx . 96.   eyeyxyx x  1, . 

97.   01,22 4  yxyyx . 98.   01,53 2  yxyyx . 

99. xyxy arcsin1 2  , 0)0( y . 100. 
1

tg
cos

y y x
x

    , 0)0( y . 
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ни
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не
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В
ид

 у
ра
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ия

 
М
ет
од

 и
нт
ег
ри
ро
ва
ни
я 

1 
2 

3 
1.

 С
 р
аз
де
ле
нн
ы
м
и 
пе
ре
м
ен
ны

м
и 

0
)

(
)

(



dy

y
Q

dx
x

P
 







C
dy

y
Q

dx
x

P
)

(
)

(
 

2.
 С

 р
аз
де
ля
ю
щ
им

ис
я 
пе
ре
м
ен
ны

м
и 

0
)

(
)

(
)

(
)

(
2

2
1

1



dy

y
Q

x
P

dx
y

Q
x

P
 







C
dy

y
Q

y
Q

dx
x

P

x
P

)
(

)
(

)
(

)
(

21

21
 

а)
 

)
(

C
bx

ax
f

dydx





; 
а)

 п
од
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1

73
1 6372 

















 


dy
yx

yxdxyx
yx

. 

26. 0cos
1

cos
2

23







 






  dyxyx

x
dxxyy

x

y
. 

27. 0
1

2
1 2222
















 yx

xdy
dxx

yx

y
. 

28.     034285 235644  dyyyxdxxyx . 

29.     03222
2222

  dyyedxxe yxyx . 

30.     023sin373cos3 23  dyyxydxxy . 
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3. ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ  
ВЫСШИХ ПОРЯДКОВ 

3.1. Основные понятия и определения 

Дифференциальные уравнения порядка выше первого называются ДУ 
высших порядков. ДУ второго порядка в общем случае записывается в 
виде 

0);;;(  yyyxF  (3.1.1) 

или, если это возможно, в идее, разрешенном относительно старшей 
производной 

);;( yyxfy  , (3.1.2) 

где х – аргумент; у – искомая функция; y , y   – производные функции у 
первого и второго порядка соответственно. 

Решением ДУ (3.1.2) называется функция )(xy  , которая при под-
ставке в уравнение обращает его в тождество. 

Общим решением ДУ (3.1.2) называется функция );;( 21 CCxy   (где 

21,CC  – не зависящие от х произвольные постоянные), удовлетворяющая 
условиям: 

1. );;( 21 CCx  является решением ДУ для каждого фиксированного 
значения 21,CC . 

2. Каковы бы ни были начальные условия 








.)(

;)(

00

00

yxy

yxy
 (3.1.3) 

cуществуют единственные значения постоянных 101 CC   и 202 CC   такие, 
что функция );;( 2010 CCxy   удовлетворяет начальным условиям (3.1.3). 

Решение );;( 2010 CCxy   уравнения (3.1.2) получающееся из общего 
решения );;( 21 CCxy   при конкретных значениях постоянных 101 CC   и 

202 CC  , называется частным решением. 
Решения ДУ (3.1.2), записанное в виде 0);;;( 21  CCyx , 

0);;;( 2010  CCyx , называются общими и частными интегралами 
соответственно.  

График всякого решения ДУ второго порядка называется интегральной 
кривой. Общее решение ДУ (3.1.2) представляет собой множество инте-
гральных кривых; частное решение – одна интегральная кривая этого 
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множества, проходящая через точку ),( 00 yx  и имеющая в ней касательную 
с заданным угловым коэффициентом 00 )( yxy  . 

Переписав ДУ (3.1.1) в виде 

    0)(1
)(1

;;;
2/32

2/32












 y

y

y
yyxF , 

видим, что ДУ второго порядка устанавливает связь между координатами 
точки );( yx  интегральной кривой, угловым коэффициентом yk   каса-

тельной к ней и кривизной   2/32)(1 y

y
k




  в точке );( yx . В этом состоит 

геометрический смысл ДУ второго порядка. 
Как и в случае уравнения первого порядка, задача нахождения решения 

ДУ (3.1.2), удовлетворяющего заданным начальным условиям (3.1.3), 
называется задачей Коши. 

Теорема (существования и единственности задачи Коши). 
Если в уравнении (3.1.2) функция );;( yyxf   и ее частные производные 

непрерывны в некоторой замкнутой области D изменения переменных x , 
y  и y , то для всякой точки Dyyx  );;( 000  существует единственное 
решение );;( 2010 CCxy   уравнения (3.1.2), удовлетворяющее начальным 
условиям (3.1.3). 

Аналогичные понятия и определения имеют место для ДУ n-го 
порядка, которое в общем виде записывается: 

  0;...;;;; )(  nyyyyxF , 

или  )1()( ;...;;;;  nn yyyyxfy , (3.1.4) 

если его можно разрешить относительно старшей производной. 
В ДУ (3.1.4) x  – аргумент, y  – искомая функция. 
Начальные условия для ДУ (3.1.4) имеют вид: 





















 .)(

.................

;)(

;)(

;)(

)1(

00

)1(

00

00

00

nn yxy

yxy

yxy

yxy

 (3.1.5) 

Общим решением ДУ n-го порядка является функция вида  
);...;;;( 21 nCCCxy  , 

содержащая n произвольных, не зависящих от x  постоянных. 
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Решение ДУ (3.1.4), получающееся из общего решения при конкретных 
значениях постоянных 101 CC  , 202 CC  ,…, 0nn CC  , называется частным 
решением. 

Задача Коши для ДУ n-го порядка: найти решение ДУ (3.1.4), удо-
влетворяющее начальным условиям (3.1.5). 

Значения 02010 ....,,, nCCC  находятся из системы уравнений: 
















 ).;...;;;(

..................................

);;...;;;(

);;...;;;(

210

)1(

0

2100

2100

n

n

n

n

CCCxy

CCCxy

CCCxy

 

Проинтегрировать (решить) ДУ n-го порядка означает – найти его 
общее решение или частное решение (интеграл) в зависимости от тог, 
заданы начальные условия или нет. 

Задача нахождения решения ДУ n-го порядка сложнее, чем первого. 
Поэтому рассмотрим лишь отдельные виды ДУ высших порядков. 

 

3.2. Уравнения, допускающие понижение порядка 

Одним из методов интегрирования ДУ высших порядков является 
метод понижения порядка с помощью подходящей подстановки. Суть 
метода состоит в том, чтобы с помощью замены переменной (подстановки) 
данное ДУ сводится к уравнению, порядок которого ниже порядка 
исходного ДУ. 

Рассмотри четыре типа уравнений, допускающих понижение порядка. 
I тип. Пусть дано уравнение  

)(xfy  . (3.2.1) 

Проинтегрировав его дважды, получим общее решение: 

  1)( Cdxxfy ,  

       211 )()( CxCdxdxxfdxCdxxfy .  

Если дано уравнение 

)()( xfy n  , (3.2.2) 

то его общее решение получим путем n-кратного интегрирования: 

   1

)( )( Cdxxfdxy n ; 

1

)1( )( Cxy n  , где  dxxfx )()( ; 

  
21

)1( )( CxCdxxdxy n  и т.д. 
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Пример 1. Решить уравнение xy IV 2sin . 
Решение. Последовательно интегрируя четыре раза уравнение, 

получим: 

  11 2cos
2

1
2sin CxCxdxy , 







   2121 2cos

2

1
2cos

2

1
CdxCxdxCdxCxy  

212sin
4

1
CxCx  , 







    321321 2sin

4

1
2sin

4

1
CdxCxdxCxdxCdxCxCxy

 32

2

1 2
2cos

8

1
CxC

x
Cx  , 








   432

2

1 2
2cos

8

1
CdxCxC

x
Cxy

   432

21

2
2cos

8

1
CdxCxdxCdxx

C
xdx  

43

2

2

3

1 26
2sin

16

1
CxC

x
C

x
Cx   – общее решение ДУ. 

 
Рассмотрим ДУ второго порядка в общем виде: 

0);;;(  yyyxf . (3.2.3) 

II тип. Уравнение (3.2.3) не содержит явно искомой функции y . 

0);;(  yyxf . (3.2.4) 

Чтобы понизить порядок уравнения, обозначим py  , где )(xpp   – 
новая неизвестная функция. 

Тогда py   и уравнение (3.2.4) примет вид 
0);;( ppxf  – ДУ первого порядка. 

Пусть );( 1Cxp   – общее решение ДУ первого порядка. Значит, 
);( 1Cxy  . Для нахождения y  достаточно проинтегрировать последнее 

уравнение. Общее решение уравнения (3.2.4) будет иметь вид: 

21 );( CdxCxy   . 

Пусть дано уравнение вида 

  0;....;; )()( nk yyxF ,  (3.2.5) 
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которое также не содержит явно искомой функции y  и производных 
)1(,...,,  kyyy . 

Чтобы понизить порядок уравнения, обозначим )()( xpy k  . Тогда 
)()()1( ;...; knnk pypy    и уравнение (5) примет вид 

  0;...;;; )(  knpppxF . 
С помощью данной подстановки порядок ДУ понижается на k  единиц. 
Частным случаем уравнения (3.2.5) является уравнение 

  0;; )()1(  nn yyxF . (3.2.6) 

Замена: )()1( xpy n  , py n )( . Таким образом, уравнение (3.2.6) сво-
дится к ДУ первого порядка. 

 
Пример 2. Решить уравнение 0 yyx . 
Решение. В данное уравнение не входит явно функция )(xy , поэтому 

оно допускает понижение порядка с помощью замены )(xpy  , тогда 
py  . 
Подставив y  и y   в уравнение, получим ДУ первого порядка с 

разделяющимися переменными: 

0 ppx , p
dx

dp
x  , 

x

dx

p

dp  . 

Проинтегрировав, получим: 

1lnlnln Cxp  , xCp 1 , или xCy 1 , 

xC
dx

dy
1 , dxxCdy 1 , 

2

2

121 2
C

x
CCxdxCy    – общее решение ДУ. 

 
Пример 3. Решить уравнение   021 2  yxyx , 0)1( y , 1)1( y . 
Решение. В данное уравнение не входит явно функция )(xy , поэтому 

оно допускает понижение порядка с помощью замены )(xpy  , тогда 
py  .  
Сделав замену, получим ДУ первого порядка с разделяющимися 

переменными: 
  021 2  xppx . 

  xppx 21 2  ,   xp
dx

dp
x 21 2  , 

21

2

x

xdx

p

dp


 . 
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Проинтегрировав, получим: 

1

2 ln1lnln Cxp   или  2

1 1 xCp  . 

Или  2

1 1 xCy  , 

  2

3

112

2

1 3
1 C

x
CxCCdxxCy    – общее решение ДУ. 

Подставим в производную и функцию значения 1x , 0y , 1y : 











,
3

0

,21

2
1

1

1

C
C

C

C
 

получим 
2

1
1 C , 

3

2
2 C .  

Следовательно,  

3

2

26

3

 xx
y  – частное решение ДУ. 

III тип. Уравнение (3.2.3) не содержит явно независимой перемен-
ной x  

0);;(  yyyf . (3.2.7) 

Чтобы понизить порядок уравнения (3.2.7), сделаем замену )(ypy  . 
Дифференцируем это равенство по x , учитывая, что ))(( xypy  : 

p
dy

ydp

dx

dy

dy

ypd

dx

ypd

dx

yd
y 


 )()()()(

, 

т.е. yppy  . 

Уравнение (3.2.7) запишется в виде 

0);;(  pppyf y . (3.2.8) 

Функция );( 1Cyp   является общим решением ДУ (3.2.8). Тогда 
);( 1Cyy   – ДУ с разделяющимися переменными. Интегрируя его, 

находим общий интеграл уравнения (3.2.7): 

2

1 );(
Cx

Cy

dy 
 . 

Пусть дано уравнение  
  0;...;;; )(  nyyyyF . 

Его порядок можно понизать на единицу, положив py  , где 
)(ypp  , тогда yppy  : 

     yyyyy pppp
dx

dy
pp

dy

d
pp

dx

d
y  2)(  и т.д. 
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Пример 4. Решить уравнение 0)(2 3  yyy . 
Решение. В данное уравнение не входит явно независимая переменная 

x , поэтому оно допускает понижение порядка. Замена )(ypy  , ppy   
приведет к уравнению 

02 3  pypp . 
1) 0p , 0y , Cy  . 

2) 0p , 22 py
dy

dp  ,    12
2 Cydy

p

dp
. 

Проинтегрировав, получим: 

1

21
Cy

p
 , 

1

2

1

Cy
p


  или 

1

2

1

Cydx

dy


 , 

  21

2 CdxdyCy   , 

21

3

3
CxyC

y   – общий интеграл ДУ. 

 
Пример 5. Решить уравнение   01)( 2  yyyy , 2)0( y , 

2)0( y . 
Решение. В данное уравнение не входит явно независимая переменная 

x , поэтому оно допускает понижение порядка. Замена )(ypy  , ppy   
приведет к уравнению 

  012  ypppp , 
где 0p , т.к. иначе 0y , что противоречит начальному условию 2)0( y . 

01 ypp  – линейное ДУ первого порядка. 
Решим его методом Бернулли. 
Полагаем vup  , vuvup  . 

01 yvuvuvu , 
yvvuvu  1)( , 








.1

,0

yvu

vv
 

Решим первое уравнение системы: 

0 vv , v
dy

dv  , dy
v

dv  , yev  . 

Подставим найденную функцию v  во второе уравнение системы 

yeu y  1 , ye
dy

du y  1 ,   dyeydu y 1 . 

Интегрируя последнее равенство, находим u : 
  11 Ceyeu yy   . 
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    



  


 )(1
1

1 dyeye
evdyedv

dyduyu
dyey yy

yy

y  

      Ceyedyeye yyyy    11 . 

Следовательно,    yyy eCeyevup  
11 , или yeCp y  1 . 

Заменяя p  на y , получаем yeCy y  1 . 
Подставляя 2y , 2y  в это равенство, находим 1C : 

22 2

1  eC 01 C .  

Имеем yy  , значит y
dx

dy  , dx
y

dy  , 2lnln Cxy  , xeCy  2 . 

Находим 2C  из начальных условий 

0

22 eC  22 C .  

Таким образом, xey 2  – частное решение ДУ. 
 
IV тип. В уравнении (3.2.3) функция );;( yyxf   – однородная отно-

сительно искомой функции y  и ее производных y , y  , т.е. уравнение не 
меняется при одновременной замене y , y , y   на yt , yt  , yt  . 

Чтобы понизать порядок уравнения, обозначим ypy  , где )(xpp   – 

новая неизвестная функция. Тогда ypypypypy  2 . 

Уравнение вида   0;...;;; )(  nyyyyF , где F  – однородная функция, 

относительно )(,...,,, nyyyy   решается аналогичной подстановкой, т.е. 

ypy  , ypypy  2 , 

ypyppypypyppypypy  32 32  и  т .д .  

 
Пример 7. Решить уравнение  22 yxyyyx   
Решение. Уравнение однородное относительно y , y , y  , поэтому оно 

допускает понижение порядка. 
Замена yxpy  )( , ypypy  2  приведет к уравнению 

   222 pyxyyppyyx  ,  или  

2222222222 2 pyxpxyyyxppyx  .  

После преобразований получим 
122  xppx  – линейное ДУ первого порядка. 

Решаем способом Бернулли. 
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Полагаем vup  , vuvup  . 

1222  vuxvuxvux , или   12 2  uvxuuxvx . 








.1

,02
2 uvx

uux
 

Решим первое уравнение системы: 

02  uux , u
dx

du
x 2 , 

x

dx

u

du
2 , 

xu ln2ln  , 
2

1

x
u  . 

Подставим найденную функцию u  во второе уравнение системы: 

1
1

2

2 
x

vx , 1v , 

dxdv  , 1Cxv  . 

Следовательно,  
2

1
12

11

x

C

x
Cx

x
p  . 

Учитывая, что ypy  , получим: 







 

2

11

x

C

x
y

dx

dy
, dx

x

C

xy

dy






 

2

11
, 

2
1 lnlnln C

x

C
xy  , 

2
1 lnln C

x

C
x

ey


 , или x

C

exCy
1

2


  – общее решение ДУ. 

 

Задачи для самостоятельного решения 

В задачах 101–119 решить дифференциальное уравнение 

101. xxy 2sin . 102. 
3

cos
x

y  . 

103. 
x

y
1 . 104. xexy  3 . 

105. xy 5sin . 106. xy IV 2 . 
107. xxy ln , 0)1()1()1(  yyy . 

108. xexy  , 0)0()0()0(  yyy . 

109. 0



x

y
y . 110. 22 yyx  . 

111.  212 yyyx  . 112. yyx  . 

113. yyx  , 2)1( y , 4)1( y . 114. yyx 2 , 
3

1
)1( y , 2)1( y . 
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115.   yy  2 . 116.   022  yyy . 

117.   12 2  yyy . 118.  2
tg 2y y y   . 

119. yxyx  ln , 1)( ey , 2)(  ey . 
 

Индивидуальные задания 

I. Найти частное решение дифференциального уравнения 
1. ,sin xy   0)0(,0)0(,1)0(  yyy . 

2. 
x

y
1 , 0)1()1(,

4

1
)1(  yyy . 

3. 
x

y
2cos

1 , 
5

3
)0(,1)0(  yy . 

4. 
3

6

x
y  , 1)1(,5)1(,0)1(  yyy . 

5. ,2cos4 xy   3)0(,1)0(  yy . 

6. 
21

1

x
y


 , 0)0(,0)0(  yy . 

7. ,2yx  0)1()1(,
2

1
)1(  yyy . 

8. ,2 xey   
2

1
)0(,

4

1
)0(,

8

9
)0(  yyy . 

9. ,cos2 xy   0)0(,
8

1
)0(,1)0(  yyy . 

10. 
21

1

x
y


 , 3)0(,2)0(  yy . 

11. 
x

y
2sin

1
2

 , 1
4

,
44







 






  yy . 

12. ,sin xxy   0)0(,3)0(  yy . 
13. arctgy x  , 0)0()0(  yy . 

14. 2

1
tg

cos
y x

x
   , 0)0(,

2

1
)0(  yy . 

15. 12/  xey , 2)1(,5)0(,8)0(  yyy . 

16. 
xe

x
y

2
 , 

4

1
)0(,

4

1
)0(  yy . 

17. ,3sin 2 xy   0)0(,
16

)0(
2

 yy . 

18. xxy sin , 0)0(,0)0(,0)0(  yyy . 
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19. xxy 2sinsin 4  , 1
2

,1
2

,
22







 






 






  yyy . 

20. xexy  cos , 1)0(,)0(   yey . 

21. xy 3sin , 0
2

,
9

7

2







 






  yy . 

22. xxy 2sin , 
2

1
)0(,

8

1
)0(,

8

1
)0(  yyy . 

23. xxy 2cossin2 , 
3

2
)0(,

9

5
)0(  yy . 

24. 

2
cos

1

2 x
y  , 1)0(,0)0(  yy . 

25. xxy cossin2 2 , 1)0(,
9

1
)0(  yy . 

26. xxxy 32 sincossin2  , 1)0(,0)0(  yy . 

27. xxxy 32 cossincos2  , 2)0(,
3

2
)0(  yy . 

28. xxy ln , 
2

3
)1(,

12

5
)1(  yy . 

29. 
2

1

x
y  , 1)1(,3)1(  yy . 

30. xy 4cos , 0)0(,
16

15
)0(,2)0(  yyy . 

 
II. Найти общее решение дифференциального уравнения,  

допускающего понижение порядка 
1.   21 2  xyyx . 2. 12 2  yyyx . 

3. 123  yxyx . 4. tg sin 2y y x x   . 

5. yxxy  ln . 6. xexyyx 2 . 

7. yxxy  2ln . 8. 12  yxyx . 

9. 
y

x
y  . 10. yyx  . 

11. xyy  . 12. 2xyyx  . 

13. 
x

y
yyx

 ln . 14. xyyx ln . 

15. tg 1y x y   . 16. 02 2  yxy . 
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17. 12 2  yyyx . 18.  1
1





 xx
x

y
y . 

19. 
1

tg
cos

y y x
x

   . 20. 32 ctg siny y x x   . 

21. 224 xyy  . 22. xexyyx 22 . 
23.   01  yyx . 24. xyy 2cos4  . 

25. xyy sin . 26. 22 yyx  . 

27. 42 2  yyyx . 28. yxxy  ln . 

29. ctg 2y x y   . 30.   xyyx 21 2  . 
 

III. Решить задачу Коши для дифференциального уравнения, 
допускающего понижение порядка 

1. yeyy  , 1)0(,0)0(  yy . 

2. 022  yyy , 1)0(,1)0(  yy . 

3. 02  yyy , 1)0(,1)0(  yy . 

4. 02 2  yyy , 
3

1
)0(,2)0(  yy . 

5. 22ytgyy  , 2)1(,
2

)1(  yy . 

6. 22 yyy  , 1)0(,1)0(  yy . 

7. 42 yyyy  , 1)0(,1)0(  yy . 

8. 
32

1

y
y  , 2)0(,

2

1
)0(  yy . 

9. 21 yy  , 0)0(,0)0(  yy . 

10. yy  2 , 1)0(,
3

2
)0(  yy . 

11. 12 2  yyy , 1)0(,2)0(  yy . 
12. yy  2 , 2)0(,2)0(  yy . 

13. 
3

1

y
y  , 0)0(,1)0(  yy . 

14. 02 2  yyy , 2)0(,1)0(  yy . 

15. 2yyy  , 1)0(,0)0(  yy . 

16. 0
1

2 2 


 y
y

y , 1)0(,0)0(  yy . 

17. 25)1( yyy  , 1)0(,0)0(  yy . 

18. 02)32( 2  yyy , 3)0(,0)0(  yy . 
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19. 22 14 yy  , 0)0(,1)0(  yy . 

20. yyy  )1(2 2 , 2)0(,2)0(  yy . 

21. yyy  21 , 0)0(,1)0(  yy . 

22. 03  yyy , 2)0(,1)0(  yy . 

23. 02  yyy , 2)0(,1)0(  yy . 

24. yyyyy ln22  , 1)0(,1)0(  yy . 

25. 0)ln1()ln1( 2  yyyyy , 1)0(,1)0(  yy . 

26. yyyy  2)1( , 2)0(,2)0(  yy . 

27. 
y

y
y


 , 2)0(,1)0(  yy . 

28. )1( 2yyy  , 0)0(,0)0(  yy . 

29. 2ln2 yyyyyy  , 1)0(,1)0(  yy . 

30. 
y

y
1 , 0)0(,0)0(  yy . 

 

3.3. Линейные однородные дифференциальные уравнения 
второго порядка с постоянными коэффициентами 

Уравнения вида  

,0)()( 21  yxayxay  (3.3.1) 

где )(1 xa , )(2 xa  – функции, называются линейными однородными диф-
ференциальными уравнениями (ЛОДУ) второго порядка; 

Если 1a , 2a  – числа, то уравнение (3.3.1) называется линейным 
однородным дифференциальным уравнением второго порядка с 
постоянными коэффициентами. 

Рассмотрим основное свойство решения ЛОДУ второго порядка. 
Теорема 1. Если )(11 xyy  , )(22 xyy   – решения уравнения (3.3.1), 

21, CC  – произвольные постоянные, то 2211 yCyC   есть также решения 
этого уравнения.  

Функции )(11 xyy   и )(22 xyy   называются линейно независимыми на 
интервале );( ba , если равенство  

02211  yy , (3.3.2) 

где R 21 , , выполняется тогда и только тогда, когда 021  . 
Если хотя бы одно из чисел или отлично от нуля и выполняется 

равенство (3.3.2), то функции и называются линейно зависимыми на 
интервале );( ba . 
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Очевидно, что функции 1y  и 2y  линейно зависимы тогда и только 
тогда, когда их отношение есть постоянная величина, т.е. для всех 

);( bax  выполняется равенство 
2

1

y

y
 или 1 2, consty y    . 

Например,  
функции xey 31   и xey 2  линейно зависимы для всех x : 

1

2

3 const
y

y
  ; 

Функции xey 31   и xey 2

3   линейно независимы для всех x : 

1
2

2

3
3 const

x
x

x

y e
e

y e
   . 

Средством изучения линейно зависимости системы функций является 
так называемый определитель Вронского, или вронскиан (Ю.Вронский – 
польский математик). 

Для двух дифференцируемых функций )(11 xyy   и )(22 xyy   врон-
скиан имеет вид 

21

21)(
yy

yy
xW


 .  

Теорема 2. Если дифференцируемые функции )(1 xy  и )(2 xy  линейно 
зависимы на интервале );( ba , то определитель Вронского, оставленные 
для этих функций на интервале );( ba , тождественно равен нулю. 

Теорема 3. Если функции )(1 xy  и )(2 xy  – линейно независимые 
решения уравнения (3.3.1) на интервале );( ba , то определитель Вронского 
на этом интервале нигде не обращается в нуль. 

Следовательно, вронскиан не равен нулю ни в одной точке интервала 
определитель Вронского тогда и только тогда, когда частные решения 
ЛОДУ линейно независимы на этом интервале. 

Совокупность любых двух линейно независимых на интервале );( ba  
частных решений )(1 xy  и )(2 xy  ЛОДУ второго порядка определяет 
фундаментальную систему решений этого решения: любое произвольное 
решение может быть получено как комбинация )()( 2211 xyxyy  . 

Например, частные решения xy sin1  , xy cos2  , xy sin23   и 
xy cos54   (их бесчисленное множество) уравнения 0 yy  образуют 

фундаментальную систему решений; решения же 05 y  и xy cos6   не 
образуют фундаментальную систему решений этого уравнения. 
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Теорема 4. (о структуре общего решения линейного однородного 
уравнения второго порядка). Если 1y  и 2y  – два линейно независимых 
решения уравнения (3.3.1), то  

2211 yCyCy  , (3.3.3) 

где 21 , CC  – произвольные постоянные, есть его общее решение. 

Уравнение 021

2  aa  называется характеристическим для 
уравнения 021  yayay . 

Теорема 5. Общее решение уравнения 021  yayay  может 
быть записано следующим образом: 

1. Если корни характеристического уравнения действительные и 
различные ( 21  ), то его общее решение имеет вид 

xx eCeCy 21

21

  .  

2. Если корни характеристического уравнения действительные и 
равные (  21 ), то его общее решение имеет вид 

)( 2121 xCCexeCeCy xxx   .  

3. Если корни характеристического уравнения комплексно-сопряжен-
ные ( i 2,1 ), то его общее решение имеет вид  

)sincos(sincos 2121 xCxCexeCxeCy xxx   .  

Замечание. Изложенная теория ЛОДУ второго порядка полностью 
переносится и на ЛОДУ n-го порядка. 

 
Пример 1. Решить уравнение 02  yyy . 
Решение. Составляем характеристическое уравнение 

022  .  

Корни характеристического уравнения ,0981 D  2,1 21   – 
действительные и различные. 

Этим корням соответствует фундаментальная система решений: 
xey 1 ,  xey 2

2

 .  

Общее решение уравнения имеет вид xx eCeCy 2

21

 . 
 
Пример 2. Решить уравнение 02  yyy . 
Решение. Составляем характеристическое уравнение 

0122  .  
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Корни характеристического уравнения ,044 D  121   – 
действительные и равные. 

Этим корням соответствует фундаментальная система решений: 
xey 1 ,  xexy 2 .  

Общее решение уравнения имеет вид )( 2121 xCCexeCeCy xxx  . 
 
Пример 3. Решить уравнение 0134  yyy . 
Решение. Составляем характеристическое уравнение 

01342  .  
Корни характеристического уравнения ,0365216 D  

4
,

2

2p
q

p  , i322,1   – комплексные. 

Этим корням соответствует фундаментальная система решений: 
xey x 3cos2

1  ,  xey x 3sin2

2  .  
Общее решение уравнения имеет вид  

)3sin3cos(3sin3cos 21

22

2

2

1 xCxCexeCxeCy xxx  .  
 
Пример 4. Решить уравнение 078  yyy , если 1)0(,3)0(  yy . 
Решение. Составляем характеристическое уравнение 

0782  .  
Корни характеристического уравнения ,0362864 D  7,1 21   – 

действительные и различные. 
Общее решение уравнения имеет вид xx eCeCy 7

21  . 
Для нахождения частного решения находим производную: 

xx eCeCy 7

21 7 . 
Используя начальные условия, составляем систему: 








21

21

71

,3

CC

CC
21 3 CC  ,  073 22  CC ,  26 2 C ,   

3

1
2 C ,  

3

10

3

1
31 C .  

Тогда частное решение имеет вид: 
xx eey 7

3

10

3

1  . 

 
Пример 5. Решить уравнение 032  yyy . 
Решение. Составляем характеристическое уравнение 

032 23  .  
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Корни характеристического уравнения: 
0)32( 2  , 01  , 1,3,016124 32 D  – действи-

тельные и различные. 
Общее решение уравнения имеет вид: xx eCeCCy  3

3

21 . 
 
Пример 6. Решить уравнение 02422  yyyyyy IVV . 
Решение. Составляем характеристическое уравнение 

02422 2345  , или 

0)1()2( 22  . 

Корни характеристического уравнения: 21   – действительный, 
i 3,2 , i 5,4  – мнимые. 

Общее решение уравнения имеет вид: 
xxCxxCxCxCeCy x sincossincos 5432

2

1  .  

 

Задачи для самостоятельного решения 

В задачах 120 – 158 решить дифференциальное уравнение 
120. 04  yy . 121. 032  yyy . 
122. 04129  yyy . 123. 0584  yyy . 
124. 02  yyy . 125. 0 yy . 
126. 034  yyy . 127. 045  yyy . 
128. 096  yyy . 129. 023  yyy . 
130. 0258  yyy . 131. 044  yyy . 
132. 034  yyy . 133. 022  yyy . 
134. 04  yy . 135. 04  yy . 
136. 0 yy . 137. 052  yyy . 
138. 02  yyy . 139. 023  yyy  
140. 0584  yyy . 141. 02  yyy . 
142. 0136  yyy . 143. 0823  yyy . 
144. 034  yyy , 6)0( y , 10)0( y . 
145. 0294  yyy , 0)0( y , 15)0( y . 
146. 044  yyy , 2)0( y , 0)0( y . 
147. 022  yyy , 0)0( y , 1)0( y . 
148. 032  yyy , 1)0( y , 3)0( y . 
149. 06116  yyyy . 150. 08  yy . 

151. 032  yyy  152. 03613  yyy IV . 
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153. 0168  yyy IV . 154. 0 yy IV . 

155. 022  yyy IV . 156. 02  IVVVI yyy . 

157. 05252  yyyyy IV . 

158. 04254  yyyyy IVV . 
 

Индивидуальные задания 

I. Найти общее решение линейного однородного  
дифференциального уравнения 

1. а) 04  yy ; б) 02510  yyy ; в) 023  yyy . 
2. а) 02  yyy ; б) 09  yy ; в) 044  yyy . 
3. а) 04  yy ; б) 0134  yyy ; в) 023  yyy . 
4. а) 065  yyy ; б) 03  yy ; в) 052  yyy . 
5. а) 0102  yyy ; б) 02  yyy ; в) 02  yy . 
6. а) 04  yy ; б) 0172  yyy ; в) 012  yyy . 
7. а) 06  yyy ; б) 09  yy ; в) 0204  yyy . 
8. а) 049  yy ; б) 054  yyy ; в) 032  yyy . 
9. а) 07  yy ; б) 045  yyy ; в) 016  yy . 
10. а) 086  yyy ; б) 054  yyy ; в) 05  yy . 
11. а) 0384  yyy ; б) 03  yy ; в) 0102  yyy . 
12. а) 0204  yyy ; б) 0103  yyy ; в) 016  yy . 
13. а) 069  yyy ; б) 0214  yyy ; в) 0 yy . 
14. а) 0432  yyy ; б) 084  yyy ; в) 096  yyy . 
15. а) 02110  yyy ; б) 022  yyy ; в) 04  yy . 
16. а) 06  yy ; б) 02910  yyy ; в) 078  yyy . 
17. а) 025  yy ; б) 096  yyy ; в) 022  yyy . 
18. а) 03  yy ; б) 087  yyy ; в) 0134  yyy . 
19. а) 043  yyy ; б) 0136  yyy ; в) 02  yy . 
20. а) 0252  yy ; б) 01610  yyy ; в) 0168  yyy . 
21. а) 0183  yyy ; б) 06  yy ; в) 052  yyy . 
22. а) 0136  yyy ; б) 0152  yyy ; в) 08  yy . 
23. а) 02  yyy ; б) 0256  yyy ; в) 04  yy . 
24. а) 010  yy ; б) 086  yyy ; в) 044  yyy . 
25. а) 05  yy ; б) 069  yyy ; в) 086  yyy . 
26. а) 0106  yyy ; б) 044  yyy ; в) 045  yyy . 
27. а) 0 yy ; б) 0584  yyy ; в) 0106  yyy . 
28. а) 0258  yyy ; б) 09  yy ; в) 0239  yyy . 
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29. а) 0376  yyy ; б) 016  yy ; в) 044  yyy . 
30. а) 069  yyy ; б) 03712  yyy ; в) 02  yy . 
 

II. Найти частное решение линейного однородного  
дифференциального уравнения. 

1. 067  yyy , 30)0(,0)0(,0)0(  yyy . 

2. 09  yyV , 0)0(,1)0(,1)0(  yyy . 
3. 0 yy , 1)0(,0)0(,0)0(  yyy . 
4. 04  yy , 4)0(,2)0(,0)0(  yyy . 
5. 0 yy , 1)0(,1)0(,0)0(  yyy . 
6. 0 yy , 4)0(,2)0(,0)0(  yyy . 

7. 022  yyyy IV , 8)0(,0)0(,0)0(,0)0(  yyyy . 
8. 035  yyyy , 14)0(,1)0(,0)0(  yyy . 
9. 0 yy , 1)0(,1)0(,0)0(  yyy . 
10. 0485  yyyy , 0)0(,1)0(,1)0(  yyy . 
11. 023  yyy , 2)0(,0)0(,0)0(  yyy . 
12. 033  yyyy , 1)0(,0)0(,1)0(  yyy . 
13. 01892  yyyy , 0)0(,0)0(,5,2)0(  yyy . 
14. 09  yy , 18)0(,9)0(,0)0(  yyy . 
15. 0123  yyy , 133)0(,1)0(,0)0(  yyy . 

16. 045  yyy IV , 0)0(,2)0(,1)0(,2)0(  yyyy . 

17. 0910  yyy IV , 24)0(,8)0(,0)0(,0)0(  yyyy . 
18. 0 yyyy , 0)0(,1)0(,0)0(  yyy . 
19. 033  yyyy , 4)0(,0)0(,0)0(  yyy . 
20. 044  yyyy , 6)0(,0)0(,1)0(  yyy . 

21. 02  yyy IV , 2)0(,1)0(,0)0(,2)0(  yyyy . 

22. 0 yy IV , 4)0(,0)0(,0)0(,0)0(  yyyy . 

23. 016  yy IV , 8)0(,0)0(,0)0(,0)0(  yyyy . 
24. 044  yyy , 12)0(,0)0(,0)0(  yyy . 
25. 01892  yyyy , 9)0(,3)0(,1)0(  yyy . 

26. 096  yyy IVV , 27)0(,0)0()0()0()0(  IVyyyyy . 
27. 02  yyy , 3)0(,2)0(,0)0(  yyy . 
28. 0 yyyy , 1)0(,0)0(,1)0(  yyy . 

29. 045  yyy IV , 16)0(,1)0(,4)0(,1)0(  yyyy . 

30. 0910  yyy IV , 27)0(,9)0(,3)0(,1)0(  yyyy . 
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3.4. Линейные неоднородные дифференциальные уравнения  
с постоянными коэффициентами 

Уравнения вида  

)()(...)()( )2(

2

)1(

1

)( xfyxayxayxay n

nnn   , (3.4.1) 

где )(),(),...,(),( 21 xfxaxaxa n  – непрерывные функции от х на интервале 
(a;b) (или постоянные числа), называются линейными неоднородными 
дифференциальными уравнениями (ЛНДУ) n-го порядка. 

Соответствующие им линейные однородные уравнения имеют вид 

0)(...)()( )2(

2

)1(

1

)(   yxayxayxay n

nnn . (3.4.2) 

Теорема (о структуре общего решения ЛНДУ n-го порядка) 
Общее решение ЛНДУ n-го порядка равно сумме какого-либо частного 

решения *y  линейного неоднородного уравнения и общего решения y  
соответствующего ему линейного однородного уравнения, т.е. 

yyy  * . 

План решения ЛНДУ n-го порядка со специальной правой частью 
Пусть дано уравнение 

)()(...)()( )2(

2

)1(

1

)( xfyxayxayxay n

nnn    

1. Найти y  – общее решение линейного однородного дифференциаль-
ного уравнения 

0)(...)()( )2(

2

)1(

1

)(   yxayxayxay n

nnn .  

2. Найти *y  – частное решение ЛНДУ по специальному виду его 

правой части f(x). При этом использовать теорему: если  

)sin)(cos)(()( xxQxxPexf nm

x   ,  

где )(xPm  – многочлен степени m; )(xQn  – многочлен степени n, 

то  )sin)(cos)((* xxNxxMexy rr

xs   , 
где )(),( xNxM rr  – многочлены степени r, r=max(m,n), 

 
Значение r Общий вид многочленов ( ), ( )r rM x N x  

r=0 A 
r=1 Ax+B 
r=2 Ax2+Bx+C 
r=3 Ax3+Bx2+Cx+D 

---------------------------- ------------------------ 
r=l A1x

l+A2x
l-1+A3x

l-2+…+Al+1 
s – число корней характеристического уравнения, равных )( i . 
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3. Найти коэффициенты многочленов )(xM r  и )(xNr  методом неоп-

ределенных коэффициентов, предварительно подставив *y  и ее производ-
ные в ЛНДУ. 

4. Записать общее решение линейного неоднородного дифферен-
циального уравнения в виде 

yyy  * . 
 

Соответствие вида частного решение виду правой части ЛНДУ 

Вид правой части i   Вид частного решения 

1. ( ) ( )nf x P x , 

( )nP x  – многочлен степени n от 

х. 

а) 0i    – не ко-
рень характеристи-
ческого уравнения 
 
 

б) 0i    – ко-
рень характеристи-
ческого уравнения 
кратности s. 

а) * ( )ny Q x , 

( )nQ x  – многочлен той же 

степени, что и ( )nP x . 
 

б) * ( )s
ny x Q x , 

( )nQ x  – многочлен той же 

степени, что и ( )nP x . 

2. ( ) ( ) x
nf x P x e , 

( )nP x  – многочлен степени n от 

х. 

а)   – не корень ха-
рактеристического 
уравнения 
 
 

б)   – корень харак-
теристического урав-
нения кратности s. 

а) * ( ) x
ny Q x e , 

( )nQ x  – многочлен той же 

степени, что и ( )nP x . 
 

б) * ( )s x
ny x Q x e , 

( )nQ x  – многочлен той же 

степени, что и ( )nP x . 

3. 
( ) cos sinf x C x D x    , 

С,D – постоянные числа 

а) i  – не корень ха-
рактеристического 
уравнения 
 

б) i  – корень ха-
рактеристического 
уравнения крат-
ности s. 

а) * cos siny A x B x    , 
А и В – постоянные неоп-
ределенные коэффициенты 
 

б)  
* ( cos sin )sy x A x B x     А 

и В – постоянные неоп-
ределенные коэффициенты 

4. 
( ) ( ( )cos ( )sin )m nf x P x x Q x x     

( )mP x  – многочлен степени m, 

( )nQ x  – многочлен степени n 

а) i  – не корень 
характеристического 
уравнения 
 
 
 
 

б) i  – корень 
характеристического 
уравнения кратно-
сти s. 

а)  
* ( ( )cos

( )sin )

x
r

r

y e M x x

N x x

  


 

( ), ( )r rM x N x  – многочлены 

степени r, r=max(m,n) 
 

б)  
* ( ( ) cos

( )sin )

s x
r

r

y x e M x x

N x x

  


 

( ), ( )r rM x N x  – многочлены 

степени r, r=max(m,n) 
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Пример 1. Решить уравнение 42  xyyy . 

Решение. Найдем общее решение y  ЛОДУ: 02  yyy . 

Характеристическое уравнение 0122  , или 0)1( 2  , 12,1  . 

Общее решение ЛОДУ: xx xeCeCy 21  . 
Найдем частное решение исходного уравнения:  

4)(  xxf . 

.1,0

,0

,0,0





rs

i  BAxy * ,  

где А и В – неопределенные коэффициенты. 
Найдем А и В. 

Ay )*( , 0)*( y . 
Подставив )*(,)*(*,  yyy  в исходное уравнение, получим: 

42  xBAxA . 
Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях х, находим 

коэффициенты А и В: 

.242:

,1:
0 


BBAx

Ax
 

Поэтому частное решение данного уравнения имеет вид 
2*  xy . 

Следовательно, 2* 21  xxeCeCyyy xx  – общее решение 
уравнения. 

 
Пример 2. Решить уравнение xeyyy 286  . 

Решение. Найдем общее решение y  ЛОДУ: 086  yyy . 

Характеристическое уравнение 0862  , 43236 D , 21  , 
.42   

Общее решение ЛОДУ: xx eCeCy 4

2

2

1  . 
Найдем частное решение исходного уравнения:  

xexf 2)(  . 

.0,1

,2

,0,2





rs

i   xAxey 2* , где А – неопределенный коэффициент. 

Найдем А. 
xx AxeAey 22 2)*(  , 

xxxxx AxeAeAxeAeAey 22222 44422)*(  . 
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Подставив )*(,)*(*,  yyy  в исходное уравнение, получим:  
xxxxxx eAxeAxeAeAxeAe 222222 8)2(644  , 

xx eAe 222 
2

1 A . 

Поэтому частное решение данного уравнения имеет вид 
xxey 2

2

1
*  . 

Следовательно, xxx xeeCeCyyy 24

2

2

1 2

1
*   – общее решение 

уравнения. 
 
Пример 3. Решить уравнение xyyy 3cos40134  . 

Решение. Найдем общее решение y  ЛОДУ: 0134  yyy . 

Характеристическое уравнение 01342  , 365216 D , 
i321  , i322  . 

Общее решение ЛОДУ: xeCxeCy xx 3sin3cos 2

2

2

1  . 
Найдем частное решение исходного уравнения:  

xxf 3cos40)(  . 

.0,0

,3

,3,0





rs

ii   

 xBxAy 3sin3cos*  , где А и В – неопределенные коэффициенты. 
Найдем А и В.  

xBxAy 3cos33sin3)*(  ,  
xBxAy 3sin93cos9)*(  . 

Подставив )*(,)*(*,  yyy  в исходное уравнение, получим: 

9 cos3 9 sin3 4( 3 sin3 3 cos3 )

13( cos3 sin3 ) 40cos3

A x B x A x B x

A x B x x

     
  

 

или xxBABxABA 3cos403sin)13129(3cos)13129(  . 
Отсюда имеем: 

.30124:3sin

,40124:3cos

ABABx

BAx




 

3,140364  BAAA  
Поэтому частное решение данного уравнения имеет вид 

xxy 3sin33cos*  . 

Следовательно, xxxeCxeCyyy xx 3sin33cos3sincos* 2

2

2

1   – 
общее решение уравнения. 
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Пример 4. Решить уравнение xexyyy 22445  . 

Решение. Найдем общее решение y  ЛОДУ: 045  yyy . 

Характеристическое уравнение 0452  , 91625 D , 11  , 
42  . 

Общее решение ЛОДУ: xx eCeCy 4

21  . 
Найдем частное решение исходного уравнения:  

xexxf 224)(  . 

.2,0

,2

,0,2





rs

i  

  CBxAxey x  22* , 
где CBA ,,  – неопределенные коэффициенты. 

Найдем CBA ,, . 

     BAxeCBxAxey xx  22* 222 , 

         AeBAxeBAxeCBxAxey xxxx 222224* 22222  

    xxx AeBAxeCBxAxe 2222 2244  . 

Подставив )*(,)*(*,  yyy  в исходное уравнение, получим: 

      CBxAxeAeBAxeCBxAxe xxxx 222222 102244
    xxx exCBxAxeBAxe 22222 4425  , или 

    22 4222 xABAxCBxAx  . 

Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях x , находим 
коэффициенты CBA ,, : 

  .3,2/2,022

,2,022

,242

0

2






CABCABC

BABAB

AA

x

x

x

 

Поэтому частное решение данного уравнения имеет вид 

  xexxy 22 322*  .  

Следовательно,  
  xxx exxeCeCyyy 224

21 322*   – общее решение урав-
нения. 
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Пример 5. Решить уравнение xeyyy x sin2596  . 

Решение. Найдем общее решение y  ЛОДУ: 096  yyy . 

Характеристическое уравнение 0962  ,   03 2  , 321  . 

Общее решение ЛОДУ: xx exCeCy 3

2

3

1  . 
Найдем частное решение исходного уравнения:  

xexf x sin25)(  .  

.0,0

,1

,1,1






rs

ii  

 xBxAey x sincos*  ,   

где А и В – неопределенные коэффициенты. 
Найдем А и В.  

       xBxAexBxAey xx cossinsincos*
    ABxBAxex  sincos , 

           ABxBAxeABxBAxey xx  cossinsincos* . 

Подставим )*(,)*(*,  yyy  в исходное уравнение и, сокращая обе части 

уравнения на xe , получим: 

    xxBAxBA sin25sin34cos43  .  

Отсюда имеем: 

.4,32534

,3/)4(043

sin

cos




ABBA

BABA

x

x
 

Поэтому частное решение данного уравнения имеет вид 

 xxey x sin3cos4*  .  

Следовательно,  
 xxexeCeCyyy xxx sin3cos4* 3

2

3

1   – общее решение урав-
нения. 

 
Пример 6. Найти частное решение уравнения xyy cos4 , удо-

влетворяющее начальным условиям 3)0( y , 1)0( y . 

Решение. Найдем общее решение y  ЛОДУ: 0 yy . 

Характеристическое уравнение 012  , i1 , i 2 . 
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Общее решение ЛОДУ: xCxCy sincos 21  . 
Найдем частное решение исходного уравнения:  

xxf cos4)(  .  

.0,1

,

,1,0





rs

ii  

  xBxAxy sincos*  ,   

где А и В – неопределенные коэффициенты. 
Найдем A  и B . 

  )cossin(sincos* xBxAxxBxAy  ,  

   )sincos(cossincossin* xBxAxxBxAxBxAy  
)sincos(cos2sin2 xBxAxxBxA  .  

Подставив )*(*, yy  в исходное уравнение, получим: 

xxBxAxxBxAxxBxA cos4)sincos()sincos(cos2sin2  ,  

xxBxA cos4cos2sin2  .  

Отсюда имеем: 

.002

,242

sin

cos



AA

BB

x

x
 

Общее решение имеет вид 

xxxCxCyyy sin2sincos* 21  .  

Найдем частное решение. 

xxxxCxCy cos2sin2cossin 21  .  

Подставим в )(xy  и )(xy  начальные условия 3)0( y , 1)0( y . 

,330sin020sin0cos 121  CCC  

.110cos020sin20cos0sin 221  CCC  

Искомое частное решение  

xxxxy sin2sincos3  .  
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Принцип наложения решений 

Теорема о наложении решений. 
Если *

1y  – решение уравнения  

)()(...)( 1

)1(

1

)( xfyxayxay n

nn   ,  

а *

2y  – решение уравнения  

)()(...)( 2

)1(

1

)( xfyxayxay n

nn   ,  

то сумма *

2

*

1 yy   является решением уравнения  

)()()(...)( 21

)1(

1

)( xfxfyxayxay n

nn   .  

Пример 7. Решить уравнение xexyyy  sin2 . 

Решение. Найдем общее решение y  ЛОДУ: 02  yyy . Харак-

теристическое уравнение 0122  , или 0)1( 2  , 12,1  . 

Общее решение ЛОДУ: xx xeCeCy 21  . 
Найдем частное решение исходного уравнения: 

xxf sin)(1  . xexf )(2 . 
0 ,  1 , 
1 ,  0 , 

ii  ,  1 i , 
0s ,  0s , 
0r ;  0r ; 

xBxAy cossin*

1  . xCey *

2 . 
Определим коэффициенты А и В. 

xBxAy sincos)( *

1  ,  xBxAy cossin)( *

1  .  

xxBxAxBxAxBxA sincossin)sincos(2cossin  ,  

xxBxAxBxAxBxA sincossinsin2cos2cossin  ,  

xxBxA sinsin2cos2  .  

002:cos  AAx ,  

2

1
12:sin  BBx .  

xy cos
2

1*

1  .  
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Определим коэффициент С. 
xCey )( *

2 , xCey )( *

2 . 

xxxx eCeCeCe   2 , или xx eCe  4 , 
4

1
14  CC . 

xey 
4

1*

2 . 

Общее решение ЛНДУ имеет вид 

xxx exxeCeCyyyy 
4

1
cos

2

1
21

*

2

*

1 .  

 
Пример 8. Решить уравнение 22 xeyy x  . 

Решение. Найдем общее решение y  ЛОДУ: 0 yy . 

Характеристическое уравнение 012  , или 0)1)(1(  , 11  , 
12  . 

Общее решение ЛОДУ: xeCxCy  21 . 
Найдем частное решение исходного уравнения: 

xexf 2)(1  . 2

2 )( xxf  . 
1 , 0 , 
1 , 0 , 

1 i , 0 i , 
1s , 0s , 
0r ; 2r ; 

xAxey *

1 . DCxBxy  2*

2 . 
Определим коэффициент А. 

xx AxeAey )( *

1 ;  xxxxx AxeAeAxeAeAey  2)( *

1 .  

xxxx eAxeAxeAe 22  ,  или  xx eAe 22  ,  1A .  

xxey *

1 .  

Определим коэффициенты В, С, D. 
CBxy  2)( *

2 , By 2)( *

2  . 
222 xDCxBxB  . 

11:2  BBx , 
00:  CCx , 

2202:0  BDDBx . 
22*

2  xy . 
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Таким образом, общее решение ЛНДУ имеет вид 

22

21

*

2

*

1   xxeeCeCyyyy xxx .  

 

Метод вариации произвольных постоянных 

Рассмотрим ЛНДУ 

)()(...)()( )2(

2

)1(

1

)( xfyxayxayxay n

nnn   .  (3.4.3) 

Его общим решением является функция yyy  * . 
Общее решение уравнения (3.4.3) можно найти, если известно общее 

решение y  соответствующего однородного уравнения, методом вариации 
произвольных постоянных (метод Лагранжа), состоящем в следующем. 
Пусть )()( 2211 xycxycy   – общее решение линейного однородного 
уравнения, соответствующего уравнению (3.4.3). 

Заменим в общем решении постоянные 1c  и 2c  неизвестными функ-
циями )(1 xz  и )(2 xz  и подберем их так, чтобы функция  

)()()()( 2211

* xyxzxyxzy   (3.4.4) 

была решением уравнения (3.4.3). Найдем производную 

)()()()()()()()()( 22221111

* xyxzxyxzxyxzxyxzy  .  

Подберем функции )(1 xz  и )(2 xz  так, чтобы 

0)()()()( 2211  xyxzxyxz . (3.4.5) 

Тогда  

)()()()()( 2211

* xyxzxyxzy  ,  

)()()()()()()()()( 22221111

* xyxzxyxzxyxzxyxzy  .  

Подставляя выражение для *y , )( * y , )( * y  в уравнение (3.4.3), 
получим: 

 )()()()()()()()( 22221111 xyxzxyxzxyxzxyxz  

    )()()()()()()()()( 2211222111 xfxyxzxyxzaxyxzxyxza  ,  

или 

  )()()()()()( 121111 xyxaxyxaxyxz  

  )()()()()()()()()()()( 2211222122 xfxyxzxyxzxyxaxyxaxyxz  . 
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Поскольку )(1 xz  и )(2 xz  – решения соответствующего однородного 
уравнения, то выражения в квадратных скобках равны нулю, а поэтому 

)()()()()( 2211 xfxyxzxyxz  . (3.4.6) 

Таким образом, функция (3.4.4) будет частным решением *y  уравнения 
(3.4.3), если функции )(1 xz  и )(2 xz  удовлетворяют системе уравнений 
(3.4.5) и (3.4.6): 








).()()()()(

,0)()()()(

2211

2211

xfxyxzxyxz

xyxzxyxz
 (3.4.7) 

Определитель системы 0
)()(

)()(

21

21 
 xzxz

xzxz
, так как это определитель 

Вронского для фундаментальной системы частных решений )(1 xy  и )(2 xy  
соответствующего однородного уравнения. Поэтому система (3.4.7) имеет 
единственное решение: 

)()( 11 xxz  , )()( 22 xxz  , 
где )(1 x , )(2 x  – функции от x . 

Интегрируя эти функции, находим )(1 xz  и )(2 xz , а затем по формуле 
(3.4.4) составляем частное решение уравнения (3.4.3). 

Суть метода представим в виде алгоритма для ЛНДУ второго порядка. 

0.2

)(.1

21

21




yayay

xfyayay
 

3. 2211 yCyCy   – общее решение ЛОДУ 
4. )(),( 2211 xCCxCC   
5. 2211 )()( yxCyxCy  - общее решение ЛНДУ 

6.









).()()(

;0)()(

2211

2211

xfyxCyxC

yxCyxC
)(),( 21 xCxC . 

 

Пример 9. Решить уравнение 
x

e
yyy

x

cos
54

2

 . 

Решение.  
1. Составляем однородное уравнение, соответствующее неоднород-

ному дифференциальному уравнению: 054  yyy . 

Характеристическое уравнение имеет вид: 0542  . 

42016 D , i
i  2

2

24
2,1 . 
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2. Общее решение однородного уравнения имеет вид:  
  xecxecxcxcey xxx sincossincos 2

2

2

121

2  , где 1c , 2c  – const. 
3. Варьируем константы 1c , 2c , заменяя их неизвестными функциями 
)(1 xz , )(2 xz . 
4. Общее решение неоднородного уравнения будем искать в виде 

xexzxexzy xx sin)(cos)( 2

2

2

1

*  ,  
где )(1 xz , )(2 xz  – неизвестные функции. 

5. Необходимо решить систему двух уравнений с двумя неизвестными: 












.
)(

)(
)()(

;0)()(

0

2211

2211

xa

xf
yxzyxz

yxzyxz

 

Из полученного выше решения xexzxexzy xx sin)(cos)( 2

2

2

1

*   полу-
чаем: 

xey x cos2

1  , xey x sin2

2  . 
Найдем производные: 

)sincos2(sincos2)cos( 2222

1 xxexexexey xxxx  , 

)cossin2(cossin2)sin( 2222

2 xxexexexey xxxx  . 

Из исходного уравнения 
x

e
xf

x

cos
)(

2

 . Коэффициент 0a  – это коэф-

фициент при второй производной исходного уравнения, в данном случае 
10 a . 
Тогда система будет иметь вид: 











.
cos

)cossin2()()sincos2()(

;0sin)(cos)(
2

2

2

2

1

2

2

2

1

x

e
xxexzxxexz

xexzxexz
x

xx

xx

 

Систему решаем по формулам Крамера. 
Найдем главный определитель системы: 





)cossin2()sincos2(

sincos
22

22

xxexxe

xexe
W

xx

xx

 

 xexxexxexe xxxx sin)sincos2()cossin2(cos 2222  

 )sinsincos2()cossincos2( 2424 xxxexxxe xx  

0)sinsincos2cossincos2( 4224  xx exxxxxxe . 

Так как 04  xeW , система имеет единственное решение. 

x

xe
xe

x

e
xxe

x

e
xe

W
x

x
x

x
x

x

cos

sin
sin

cos
0

)cossin2(
cos

sin0 4
2

2

2
2

2

1  .  
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Находим производную: 

x

x

e
x

xe

W

W
xz

x

x

cos

sincos

sin

)(
4

4

1
1 


 .  

Функцию )(1 xz  восстанавливаем интегрированием: 

11 cosln
cos

)(cos

cos

sin
)( Cx

x

xd
dx

x

x
xz   .  

Находим функцию )(2 xz . Для этого сначала находим определитель: 

x
x

xx
x

x

e
x

e
xe

x

e
xxe

xe
W 4

2
22

2

2

2 0
cos

cos

cos
)sincos2(

0cos



 .  

Находим производную: 

1)(
4

4
2

2 
x

x

e

e

W

W
xz .  

Восстанавливаем функцию )(2 xz интегрированием: 

22 )( Cxdxxz   .  

6. Записываем общее решение неоднородного уравнения в виде 
xx exxzexzy )()( 21  , подставляя найденные функции )(1 xz , )(2 xz : 

  xeCxxeCxy xx sin)(coscosln 2

2

2

1  ,   

где 1C , 2C  – const. 
 
Пример 10. Решить уравнение 22  xeyyy x . 
Решение.  
1. Составляем однородное уравнение, соответствующее неоднород-

ному дифференциальному уравнению: 02  yyy . 
Характеристическое уравнение имеет вид 

0122  ,   01 2  . 
Корни характеристического уравнения 12,1  . 

2. Общее решение однородного уравнения имеет вид:  
xx excecy 21  ,  

где 1c , 2c  – const. 
3. Варьируем константы 1c , 2c , заменяя их неизвестными функциями 
)(1 xz , )(2 xz . 
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4. Общее решение неоднородного уравнения будем искать в виде 
xx exxzexzy )()( 21

*  ,  

где )(1 xz , )(2 xz  – неизвестные функции. 
5. Запишем и решим систему двух уравнений с двумя неизвестными: 








 .)()()(

;0)()(
2

21

21

xxxx

xx

exexexzexz

exxzexz
 

Систему решаем по формулам Крамера. 
Найдем главный определитель системы: 

  02222 


 xxxxxxxxx

xxx

xx

eexexeexeexee
exee

exe
W .  

Так как 02  xeW , система имеет единственное решение. 

xxx

xxx

x

exexex
exeex

ex
W 212

21 0
0




 


.  

Находим производную: 

x
x

e

ex

W

W
xz

x

x 1
)( 1

2

21
1

1  


.  

Функцию )(1 xz  восстанавливаем интегрированием: 

111

1
lnln

1
)( C

x
Cxdx

x
xz   . 

Находим функцию )(2 xz . Для этого сначала находим определитель: 

xxx

xx

x

exexe
exe

e
W 222

22 0
0 


 . 

Находим производную: 

2

2

2

22
2

2

1
)(

x
x

e

ex

W

W
xz

x

x

 


. 

Восстанавливаем функцию )(2 xz интегрированием: 

222

11
)( C

x
dx

x
xz   . 

6. Записываем общее решение неоднородного уравнения в виде 
xx exxzexzy )()( 21  , подставляя найденные функции )(1 xz , )(2 xz : 

xx exC
x

eC
x

y 





 






  21

11
ln ,  

где 1C , 2C  – const. 
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Пример 11. Решить уравнение 22  xeyyy x  
Решение.  
1. Составляем однородное уравнение, соответствующее данному неод-

нородному ДУ: 02  yyy . 

Характеристическое уравнение имеет вид 0122   или 
0)1( 2  . 

Корни характеристического уравнения: 12,1  . 

2. Общее решение однородного уравнения: xx xeCeCy 21   
3. )(),( 2211 xCCxCC  . 
4. Общее решение неоднородного уравнения будем искать в виде: 

xx xexCexCy )()( 21  .  

5. Запишем и решим систему 










 .))(()(

;0)()(

2

21

21

xxxx

xx

exxeexCexC

xexCexC
 











 .)1)(()(

;0)()(

2

21

21

xxxCxC

xxCxC
 

2

2 )(  xxC , 2

2 )(  xxC ,   .
1

)( 2222 C
x

C
x

dx
xC  

0
1

)(1 
x

xC , 
x

xC
1

)(1  ,   .
1

ln)( 111 C
x

C
x

dx
xC  

6. xx xeC
x

eC
x

y 





 






  21

11
ln  – общее решение ЛНДУ. 

 

Задачи для самостоятельного решения 

В задачах 159 – 182 решить дифференциальное уравнение 
159. xyyy  122 . 160.   xexxyyy 2 . 

161. xxyy cossin  . 162. xeyy x sin  

163. xyyy 222  . 164. 22 3  xxyy . 
165. xyyy sin67  . 166. xyy 3cos8 . 
167. xxyy cos .  168. xyyy 2cos3  

169. xyy 88  . 170. xeyy 444  . 

171. 234 xyyy  . 172. xeyyy
x

cos565 5

3

 . 

173. xyy 147  . 174. xeyyy 3934  . 
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175. xxeyy 333  . 176. xeyyy x 2sin84 2  . 

177.   xexyyy 211065  . 178. xxeyyy  23 . 

179. xxyy 5sin35 2  . 180. xx eeyyy 2222    

181. xxyy 5sincos  . 182. xexyyy x cos2 2  . 
 
В задачах 183 – 192 найти решения уравнений, удовлетворяющие 

указанным начальным условиям 
183. xeyy 4 , 4)0( y , 3)0( y . 

184. xeyy 22  , 1)1( y , 0)1( y . 
185. xyy sin4  , 1)0( y , 1)0( y . 

186. xxeyyy  22 , 0)0()0(  yy . 
187.  xyy  12 , 1)0( y , 1)0( y . 

188. 61810102 2  xxyyy , 1)0( y , 2,3)0( y . 
189. 02sin  xyy , 1)()(  yy . 

190.  32 2  xxeyy x , 2)0()0(  yy . 

191. xexyyy 2254  , 2)0( y , 3)0( y . 
192.  xxyy 2cos2sin44  ,  2)()( yy . 
 

В задачах 193 – 206 найти частные решения уравнений 
по виду правой части, не вычисляя коэффициентов 

193. 22  yyy . 194. xexyyy x cos2 2  . 

195. xxxyy 2sin2cos5  . 196. xxxxyy 2cos2sin 2 . 

197. xexyyy x 2cos52 2 . 198. xxeyyy 396  . 

199. xxeyyy x 5cos107 2 . 200. xxeyyy x 2sin5208 4 . 

201. 396 2  xxyyy . 202. xxxyy cossin  . 

203. xeyyy  523 . 204. xxyy 7cos2sin4  . 

205. xx eeyyy 22  . 206. xxyy cos13 2  . 
 
В задачах 207 – 216 решить уравнения способом вариации постоянных  

207. 
1

2
2 


x

e
yyy

x

. 208. xx eeyy cos2 . 

209. 
x

yy
sin

1 . 210. 132   xeyyy x . 

211. 
x

yy
cos

1 . 212. 
x

e
yyy

x

 2 . 

213. 4 2 tgy y x   . 214. 
x

yy
2cos

1
4  . 
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215. 
1

2




x

x

e

e
yy . 216. 

4

23 642
22

x

xxx
yyyy

 . 

 

Индивидуальные задания 

I. Найти общее решение линейного неоднородного  
дифференциального уравнения 

1. а) 12  xyy ; б) xeyyy 210178  . 

2. а) xeyyy x 2cos1052  ; б) )16(6 3  xeyyy x . 
3. а) xxyyy 2cos362sin1282  ; 

б) xeyyy 43127  . 

4. а) xeyyy 6143612  ; б) 2241262 xxyy  . 

5. а) xexyyy  )1234(23 ;  
б) xxyyy 5sin605cos18346  . 

6. а) xeyyy  51106 ; б) )44(2 2  xeyy x . 
7. а) xxxyy sin)44(cos2  ;   

б) 4222442 23  xxxyyy . 

8. а) xeyyy 374106  ; б) xyy 1684  . 

9. а) xxyyy sin19cos32  ; б) xeyyy 42  . 

10. а) xexyyy )848(96  ;  
б) )2cos2(sin16208 xxyyy  . 

11. а) xeyy 2725  ; б) xeyyy x 2sin34136 3 . 
12. а) xxyyy sin19cos365  ; 

б) )4612(32 2  xxeyyy x . 

13. а) 216249636128 234  xxxxyyy ; 

б) xeyyy 2644  . 

14. а) xeyyy 518258  ; б) xyy 6103  . 

15. а) xeyyy 2126209  ; 

б) 32 20024052402510 xxxyyy  . 

16. а) 336663636 xxyy  ; 
б) xxyyy 4sin524cos4204  . 

17. а) xxyy sin2cos4  ; б) 532554 2  xxyyy . 
18. а) xxyyy 3sin333cos6242  ; 

б) )1012(2   xeyyy x . 

19. а) xyyy 2sin75136  ; б) )1024(4 2  xeyyy x . 

20. а) xxyy 3sin1053cos395  ; б) xeyyy 37296  . 
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21. а) xyyy 5sin104294  ; б) xeyy 28016  . 

22. а) xexxyyy 2)cos8sin24(54  ; 

б) xeyy 154  . 
23. а) xyy 4cos816  ; б) xxyyy sin7cos92  . 

24. а) 271299 24  xxyy ; б) )818(2   xeyyy x . 

25. а) xeyyy 624012  ; б) xyyy 7sin1444914  . 

26. а) )2sin22cos24(4 xxeyy x  ; 

б) xeyy 3109  . 

27. а) xeyyy  62 ; б) xyyy cos2544  . 

28. а) 743337372 2  xxyyy ;  
б) xxyyy 2sin382cos6253  . 

29. а) xeyyy 236  ; б) xeyyy  26294 . 
30. а) xyyy 3sin222372  ; б) xxyyy sin7cos1134  . 
 
 

II. Найти частное решение линейного неоднородного 
дифференциального уравнения, удовлетворяющее данным начальным 

условиям 
1. .0)0(,2)0(,2sin92cos122  yyxxyyy  

2. .1)0(,1)0(,6539996 2  yyxxyyy  

3. .4)0(,1)0(,68222 2  yyxxyyy  
4. .2)0(,2)0(,4cos244sin9256  yyxxyyy  

5. .7)0(,0)0(,145942535314 23  yyxxxyyy  

6. .5)0(,0)0(),4sin84(cos6  yyxxeyy x  

7. .5)0(,0)0(,16204 2  yyxeyyy x  
8. .4)0(,2)0(,2sin242cos323612  yyxxyyy  

9. .3)0(,2)0(,1074 23  yyxxxyy  

10. .1)0(,0)0(),1614(   yyxeyy x  

11. .0)0(,3)0(,661616168 2  yyxxyyy  

12. .6)0(,0)0(,93410 5   yyeyyy x  
13. .0)0(,4)0(,3cos36sin)1232(256  yyxxxxyyy  

14. .4)0(,3)0(),5sin105(cos25  yyxxeyy x  

15. .6)0(,2)0(,2sin852   yyxeyyy x  

16. .0)0(,1)0(,2510 5  yyeyyy x  

17. .5)0(,3)0(),2216(12 4  yyxeyyy x  

18. .2)0(,0)0(,126552 2  yyxxyyy  
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19. .3)0(,1)0(,8102416168 23  yyxxxyyy  

20. .6)0(,0)0(,6cos36372  yyxeyyy x  

21. .14)0(,1)0(,12848168 32  yyxxyy  

22. .0)0(,1)0(,18723612 3  yyxyyy  

23. .2)0(,0)0(),5840(3 2  yyxeyy x  
24. .2)0(,0)0(,sin8cos262189  yyxxyyy  

25. .2)0(,5)0(,3260188 32  yyxxxyy  
26. .7)0(,2)0(,cos7sin23  yyxxyyy  

27. .2)0(,2)0(,1262 2  yyxxyy  

28. .0)0(,2)0(,3216 4  yyeyy x  
29. .2)0(,2)0(,2sin5265  yyxyyy  

30. .8)0(,1)0(,84 2  yyeyy x  
 

III. Определить и записать структуру частного решения *y  линей-
ного неоднородного дифференциального уравнения по виду функции )(xf  

1. )(372 xfyyy  ;  

а) )12()( 3  xexf x ;  б) xxf 3cos)(  . 
2. )(273 xfyyy  ; 

а) xxexf 23)(  ; б) xxxf 2cos32sin)(  . 
3. )(2 xfyyy  ; 

а) xexxf  )5()( 2 ; б) xxxf sin)(  . 
4. )(492 xfyyy  ; 

а) xexf 42)(  ; б) xexf x 4cos)(  . 
5. )(49 xfyy  ;  

а) xxxf 4)( 3  ; б) xxf 7sin3)(  . 
6. )(23 xfyyy  ; 

а) xexxf 2)(  ; б) xxf 4cos3)(  . 
7. )(3103 xfyyy  ; 

а) xexf 3)(  ; б) xxxf 3sin3cos2)(  . 
8. )(44 xfyyy  ; 

а) xexxf 222sin)(  ; б) 4)( 2  xxf . 
9. )(xfyyy  ; 

а) xexf x cos)(  ; б) 27)(  xxf . 
10. )(3 xfyy  ; 

а) xxxf 52)( 2  ; б) xexf x 2sin)(  . 
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11. )(43 xfyyy  ; 

а) xxexf 43)(  ; б) xxxf sin)(  . 
12. )(36 xfyy  ; 

а) xxexf  4)( ; б) xxf 6sin2)(  . 
13. )(96 xfyyy  ; 

а) xexxf 3)2()(  ; б) xxf cos4)(  . 
14. )(54 xfyyy  ; 

а) )24()(  xexf x ; б) xexf x 3sin)(  . 
15. )(274 xfyyy  ; 

а) xexf 23)(  ; б) xxxf 2cos)1()(  . 
16. )(6 xfyyy  ; 

а) xxexf 32)(  ; б) xxxf sincos9)(  . 
17. )(16 xfyy  ; 

а) xexf 43)(  ; б) xxxf sin4cos)(  . 
18. )(4 xfyy  ; 

а) xexxf 4)2()(  ; б) xxf 4cos3)(  . 
19. )(22 xfyyy  ;  

а) )32()( 4  xexf x ;  б) xexf x sin)(  . 
20. )(65 xfyyy  ;  

а) xexxf 2)(  ;  б) xxxf sincos)(  . 
21. )(295 xfyyy  ;  

а) xxxf 2)( 3  ;  б) xxxf 2cos32sin2)(  . 
22. )(152 xfyyy  ;  

а) xxexf 34)(  ;  б) xxxf 5sin)(  . 
23. )(3 xfyy  ;  

а) xxxf 42)( 3  ;  б) xexf x cos2)( 3 . 
24. )(127 xfyyy  ;  

а) xx exexf 2)( 3  ;  б) xxxf 2sin3)(  . 
25. )(9 xfyy  ;  

а) 34)( 2  xxxf ;  б) xxexf x sin)( 2 . 
26. )(54 xfyyy  ; 

а) xxexf 2)(  ; б) xxxxf 2sin2cos)(  . 
27. )(23 xfyyy  ; 

а) )73()(   xexf x ; б) xxxf sin3cos)(  . 
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28. )(168 xfyyy  ; 

а) xxexf 42)(  ; б) xxxf 4sin24cos)(  . 
29. )(2 xfyyy  ; 
а) xxxf 2cos3)(  ; б) xxxf 2cos3)(  . 
30. )(43 xfyyy  ; 

а) xxexf  6)( ; б) xxxf 2sin)( 2 . 
 

IV. Решить дифференциальное уравнение методом вариации 
произвольных постоянных 

1. 
1


x

x

e

e
yy . 2. 

x
yy

2cos

1
4  . 

3. 
x

e
yyy

x

cos
54

2

 . 4. 
x

x
yy

2cos

sin . 

5. 
x

yy
3sin

1
9  . 6. 

x

x

xe
xeyyy

1
2  . 

7. 
x

e
yyy

x

cos
22



 . 8. 
x

e
yyy

x

2sin
22  . 

9. ctgxeyyy x 22 . 10. 
x

e
yyy

x

sin
22



 . 

11. 
2

2
x

e
yyy

x

 .  12. tgy y x   . 

13. 4 ctg 2y y x   . 14. ctgy y x   . 

15. 
x

e
yyy

x

 2 . 16. 
x

e
yyy

x

 2 . 

17. 
x

yy
cos

1 . 18. 
x

yy
sin

1 . 

19. 
x

yy
2sin

1
4  . 20. 4 tg 2y y x   . 

21. 
3

2

44
x

e
yyy

x

 . 22. 
3

2

44
x

e
yyy

x

 . 

23. 132   xeyyy x . 24. 2ctgy y x    . 

25. )cos(2 xx eeyy  . 26. )sin(2 xx eeyy  . 

27. 2tgy y x   . 28. 
x

yy
2sin

2 . 

29. 
x

e
yyy

x

2sin
52



 . 30. 
x

yy
3cos

1
9  . 
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4. СИСТЕМЫ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 

4.1. Основные понятия 

Для решения многих задач математики, физики, техники (задач ди-
намики криволинейного движения; задач электротехники для нескольких 
электрических цепей; определения состава системы, в которой протекают 
несколько последовательных химических реакций I порядка и других) 
нередко требуется несколько функций. Нахождение этих функций может 
привести к нескольким дифференциальным уравнениям, образующим 
систему. 

Системой дифференциальных уравнений называется совокупность 
дифференциальных уравнений, каждое из которых содержит независимую 
переменную, искомые функции и их производные. 

Общий вид системы дифференциальных уравнений первого порядка, 
содержащей n  искомых функций nyyy ,...,, 21  следующий: 













.0);...;;;;...;;;(

..................................................

,0);...;;;;...;;;(

2121

21211

nnn

nn

yyyyyyxF

yyyyyyxF

 

Система дифференциальных уравнений первого порядка, разрешенных 
относительно производной, т.е. система вида 






















).;...;;;(

...................................

),;...;;;(

),;...;;;(

21

212
2

211
1

nn
n

n

n

yyyxf
dx

dy

yyyxf
dx

dy

yyyxf
dx

dy

 (4.1.1) 

называется нормальной системой дифференциальных уравнений. При 
этом предполагается, что число уравнений равно числу искомых функций. 

Решением системы (4.1.1) называется совокупность из n  функций 

nyyy ,...,, 21 , удовлетворяющих каждому из уравнений этой системы. 
Начальные условия для системы (4.1.1) имеют вид 

0

101 )( yxy  , 0

202 )( yxy  , …, 0

0 )( nn yxy  . (4.1.2) 

Задача Коши для системы (4.1.1) ставится следующим образом: найти 
решение системы (4.1.1), удовлетворяющее начальным условиям (4.1.2). 
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Теорема (существования и единственности решения задачи Коши). 
Если в системе (4.1.1) все функции );...;;( 1 ni yyxf  непрерывны вместе со 
всеми своими частными производными по iy  в некоторой области D  

( )1( n -мерного пространства), то в каждой точке );...;;;( 00

2

0

100 nyyyxM  этой 
области существует, и притом единственное, решение )(11 xy  , 

)(22 xy  , …, )(xy nn   системы, удовлетворяющее начальным условиям 
(4.1.2). 

Меняя в области D  точку 0M  (т.е. начальные условия), получим 
бесчисленное множество решений, которое можно записать в виде 
решения, зависящего от n  произвольных постоянных: 

):;...;;( 2111 nCCCxy  , …, ):;...;;( 21 nnn CCCxy  . 

Это решение является общим, если по заданным начальным условиям 
(4.2) можно однозначно определить постоянные nCCC :;...; 21  из системы 
уравнений 













.);...;;;(

...................................

,);...;;;(

0

21

0

1211

nnn

n

yCCCx

yCCCx

 

Решение, получающееся из общего при конкретных значениях 
постоянных nCCC :;...; 21 , называется частным решением системы (4.1.1). 

 

4.2. Интегрирование нормальных систем 

Одним из основных методов интегрирования нормальной системы 
дифференциальных уравнений является метод сведения системы к одному 
дифференциальному уравнению высшего порядка. Метод основан на 
следующих соображениях. 

Пусть дана нормальная система (4.1.1). Продифференцируем по x  
любое уравнение системы, например первое: 

dx

dy

y

f

dx

dy

y

f

dx

dy

y

f

x

f

dx

yd n

n












 12

2

11

1

11

2

1

2

... .  

Подставив в это равенство значения производных 
dx

dy1 , 
dx

dy2 ,…, 
dx

dyn  из 

системы (4.1.1), получим 

n

n

f
y

f
f

y

f
f

y

f

x

f

dx

yd 










 1

2

2

1
1

1

11

2

1

2

... ,  
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или, кратко, 

);...;;;( 2122

1

2

nyyyxF
dx

yd  .  

Продифференцировав полученное равенство еще раз, и заменив 

значения производных 
dx

dy1 , …,
dx

dyn  из системы (4.1.1), получим 

);...;;;( 2133

1

3

nyyyxF
dx

yd  .  

Продолжая этот процесс (дифференцируем – подставляем – получаем), 
находим: 

);...;;;( 21
1

nnn

n

yyyxF
dx

yd  .  

Соберем полученные уравнения в систему: 





























).;...;;;(

......................................

),;...;;;(

),;...;;;(

),;...;;;(

21
1

2133

1

3

2122

1

2

211
1

nnn

n

n

n

n

yyyxF
dx

yd

yyyxF
dx

yd

yyyxF
dx

yd

yyyxf
dx

dy

 (4.2.1) 

Из первых )1( n  уравнений системы (4.2.1) выразим функции 2y , 3y , …, 

ny  через x , функцию 1y  и ее производные 1y , 1y  , …, )1(

1

ny . Получим: 























).;...;;;(

......................................

),;...;;;(

),;...;;;(

)1(

111

)1(

11133

)1(

11122

n

nn

n

n

yyyxy

yyyxy

yyyxy

 (4.2.2) 

Найденные значения 2y , 3y , …, ny  подставим в последнее уравнение 
системы (4.2.2). Получим одно дифференциальное уравнение n -го порядка 
относительно искомой функции 1y : 

( 1)1
1 1 1Ф( ; ; ;...; )

n
nd y

x y y y
dx

 . 
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Пусть его общее решением имеет вид 

);...;;;( 2111 ncccxy  .  

Продифференцировав его )1( n  раз и подставив значения производных 
)1(

111 ;...;;  nyyy  в уравнение системы (4.2.2), найдем функции 2y , 3y , …, ny : 

);...;;;( 2122 ncccxy  ,  … ,  );...;;;( 21 nnn cccxy  .  

 
Пример 1. Решить систему уравнений 














.32

,34

zy
dx

dz

zy
dx

dy

 

Решение. Продифференцируем первое уравнение: 

zyy  34 .  

Подставляем втрое уравнение системы zyz 32   в полученное 
равенство: 

)32(34 zyyy  ,  zyyy 964  ,  zyyy 964  .  

Составляем систему уравнений: 








.964

,34

zyyy

zyy
 

Из первого уравнения системы выражаем z  через y  и y : 

3

4 yy
z

 .  

Подставляем значение z  во второе уравнение последней системы: 

3

)4(9
64

yy
yyy

 ,  )4(364 yyyyy  ,  

yyyyy  31264 ,  06  yyy .  

Получили одно линейное однородное дифференциальное уравнение 
второго порядка. Найдем его общее решение. 

Характеристическое уравнение 062   имеет корни 21  , 
32  . 
Тогда общее решение  

xx ececy 3

2

2

1   . 



 80

Найдем функцию z . Значения  
xx ececy 3

2

2

1   , xxxx ececececy 3

2

2

1

3

2

2

1 32)(    
подставляем в выражение z  через y  и y : 

 
  )32((4

3

1

3

4 3

2

2

1

3

2

2

1

xxxx ecececec
yy

z  

  .
3

1
23244

3

1 3

2

2

1

3

2

2

1

3

2

2

1

xxxxxx ecececececec    

Таким образом, общее решение данной системы уравнений имеет вид 
xx ececy 3

2

2

1   , .
3

1
2 3

2

2

1

xx ececz    

Замечание. Систему уравнений (4.2.1) можно решать методом инте-
грируемых комбинаций. Суть метода состоит в том, что посредством 
арифметических операций из уравнений данной системы образуют так 
называемые интегрируемые комбинации, т.е. легко интегрируемые урав-
нения относительно новой неизвестной функции. 

Проиллюстрируем технику этого метода на следующем примере. 
 
Пример 2. Решить систему уравнений 














.1

,1

x
dt

dy

y
dt

dx

 

Решение. Сложи почленно уравнения системы: 

2 yxyx , или 2)()(  yxyx . 

Обозначим yxz  , тогда имеем 

2 zz .  

Решим полученное уравнение: 

2 z
dt

dz
,  dt

z

dz 
 2

,  1ln)2ln( ctz  ,  tcz  1ln)2ln( ,  

te
c

z 

1

2
,  tecz 12  .  

Возвращаясь к переменным x  и y , получим первый интеграл системы: 

21  tecyx .  
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Из первого интеграла системы выразим одну из искомых функций через 
другую, тем самым уменьшим на единицу число искомых функций. Например,  

xecy t  21 . 
Тогда первой уравнение системы примет вид 

121  xecx t ,  11  tecxx .  

 

4.3. Системы линейных дифференциальных уравнений  
с постоянными коэффициентами 

Рассмотрим еще один метод интегрирования системы уравнений (4.1.1) 
в случае, когда она представляет собой систему линейных однородных 
дифференциальных уравнений с постоянными коэффициентами, т.е. 
систему вида 

















....

............................................

,...

2211

1212111
1

nnnnn
n

nn

yayaya
dx

dy

yayaya
dx

dy

 

Для простоты ограничимся рассмотрением системы трех уравнений с 
тремя неизвестными функциями 321 ,, yyy : 





















.

,

,

333232131
3

323222121
2

313212111
1

yayaya
dx

dy

yayaya
dx

dy

yayaya
dx

dy

 (4.3.1) 

где все коэффициенты ija  )3,2,1,( ji  – постоянные. 

Частное решение системы (4.3.1) будем искать в виде 
kxey 1 , kxey 2 , kxey 3 , (4.3.2) 

где  ,,  – постоянные, которые надо найти так, чтобы функции (4.3.2) 
удовлетворяли системе (4.3.1). 

Подставив эти функции в систему (4.3.1) и сократив на множитель 
0kxe , получим: 













,

,

,

333231

232221

131211

aaak

aaak

aaak
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или 













.0)(

,0)(

,0)(

333231

232221

131211

kaaa

akaa

aaka

 (4.3.3) 

Систему (4.3.3) можно рассматривать как однородную систему трех 
алгебраических уравнений с тремя неизвестными  ,, . Чтобы эта система 
имела ненулевое решение, необходимо и достаточно, чтобы определитель 
системы был равен нулю: 

0

333231

232221

131211




aaa

akaa

aaka

. (4.3.4) 

Уравнение (4.3.4) называется характеристически уравнением системы 
(4.3.3). Раскрыв определитель, получим уравнение третьей степени 
относительно k . Рассмотрим возможные случаи. 

Первый случай. Корни характеристического уравнения действительны 
и различны: 321 ,, kkk . Для каждого корня ik  )3,2,1( i  запишем систему 
(4.3.4) и определим коэффициенты iii  ,,  (один их коэффициентов 
можно считать равным единице). Тогда получаем: 

для корня 1k  частное решение системы (4.3.1): 
xkey 1

1

)1(

1  , xkey 1

1

)1(

2  , xkey 1

1

)1(

3  ; 

для корня 2k : xkey 2

2

)2(

1  , xkey 2

2

)2(

2  , xkey 2

2

)2(

3  ; 

для корня 3k : xkey 3

3

)3(

1  , xkey 3

3

)3(

2  , xkey 3

3

)3(

3  . 
Эти функции образуют фундаментальную систему, общее решение 

системы (4.3.1) записывается в виде: 
xkxkxk ecececy 321

3322111  , 

xkxkxk ecececy 321

3322112  , (4.3.5) 

xkxkxk ecececy 321

3322113  . 
 
Пример 1. Решить систему уравнений: 














.4

,

21
2

21
1

yy
dx

dy

yy
dx

dy
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Решение. Характеристическое уравнение (4.3.4) данной системы имеет 
вид 

0
14

11





k

k
, 

или 0421 2  kk , 0322  kk , 11 k , 32 k . 
Частные решения данной системы ищем в виде 

xkey 1

1

)1(

1  , xkey 1

1

)1(

2   и  
xkey 2

2

)2(

1  , xkey 2

2

)2(

2  . 
Найдем i  и i   2,1i . 
При 1k  система (4.3.3) имеет вид 

 
 







,0)1(14

,0)1(1

11

11  








.024

,02

11

11  

Эта система имеет бесчисленное множество решений. Положим 11  , 
тогда 21  . Получаем частные решения 

xey )1(

1  и xey  2)1(

2 . 
При 32 k  система (4.3.3) имеет вид 

 
 







,0314

,031

22

22  








.024

,02

22

22  

Положим 12  , тогда 22  . Значит, корню 32 k  соответствуют 
частные решения: 

xey 3)2(

1   и xey 3)2(

2 2 . 
Общее решение исходной системы, согласно формуле (4.3.5), 

запишется в виде: 
xx eCeCy 3

211   , xx eCeCy 3

212 22   . 
 
Второй случай. Корни характеристического уравнения различные, но 

среди них есть комплексные: ibak 1 , ibak 2 , 3k . Вид частных 
решений определяется так же как и в первом случае.  

Замечание. Вместо полученных частных решений можно взять их ли-
нейные комбинации, применяя формулы Эйлера; в результате получим два 
действительных решения, содержащих функции вида bxeax cos , bxeax sin . 
Или, выделяя действительные и мнимые части в найденных комплексных 
частных решениях, получим два действительных частных решения. При 
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этом комплексно-сопряженный корень ibak 2  не даст новых линейно 
независимых действительных решений. 

 
Пример 2. Найти частное решение системы 





















,3

,

,

32
3

321
2

21
1

yy
dx

dy

yyy
dx

dy

yy
dx

dy

 

удовлетворяющее начальным условиям: 7)0(1 y , 2)0(2 y , 1)0(3 y . 
Решение. Составим и решим характеристическое уравнение: 

0

130

111

011







k

k

k

, 

  0
10

11
1

13

11
1 









kk

k
k , 

      013211 2  kkkk , 
    01421 2  kkk ,     0521 2  kkk  

11 k , ik 212  , ik 213  . 
Для 11 k  получаем: 













.0030

,00

,000

111

111

111

 

Решая систему, положим, что 11  , тогда 01  , 11  .  
Частное решение системы: 

xey 2)1(

1  , 0)1(

2 y , xey )1(

3 . 
Для ik 212   получаем: 














.023

,02

,02

22

222

22

i

i

i

 

Решая систему, положим, что 12  , тогда i22  , 32  .  
Частное комплексное решение системы: 

 xixeey xxi 2sin2cos)21()2(

1   ,  

xey x 2cosRe )2(

1  , xey x 2sinIm )2(

1  ; 

 xxieiey xxi 2sin22cos22 )21()2(

2   ,  
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xey x 2sin2Re )2(

2  , xey x 2cos2Im )2(

2  ; 

 xixeey xxi 2sin32cos33 )21()2(

3   , 

xey x 2cos3Re )2(

3  , xey x 2sin3Im )2(

3  . 
Корень ik 213   приведет к таким же решениям. 
Следовательно, общее решение системы имеет вид: 

xeCxeCeCy xxx 2sin2cos 3211  , 

xeCxeCCy xx 2cos22sin20 3212  , 

xeCxeCeCy xxx 2sin32cos3 3213  . 
Найдем частное решение системы при заданных начальных условиях 

7)0(1 y , 2)0(2 y , 1)0(3 y . Получим систему уравнений, из которой 
определим постоянные 1C , 2C , 3C : 













,031

,2002

,07

21

3

21

CC

C

CC

1,2,5 321  CCC . 

Тогда искомое частное решение имеет вид: 
xexeey xxx 2sin2cos251  , 

xexey xx 2cos22sin42  , 

xexeey xxx 2sin32cos653  . 
 
Третий случай. Характеристическое уравнение имеет корень k  крат-

ности m  )3,2( m . Решение системы, соответствующее кратному корню, 
следует искать в виде: 

а) если 2m , то  
  xkexBAy 1 , 

  xkexDCy 2 , 

  kxexFEy 3 ; 
б) если 3m , то  

  xkexCxBAy 2

1  , 

  xkexFxEDy 2

2  , 

  xkexNxHGy 2

3  . 
Это решение зависит от m  произвольных постоянных. Постоянные 

NCBA ,...,,,  определяются методом неопределенных коэффициентов. 
Выразив все коэффициенты через m  из них, полагаем поочередно один из 
них равным единице, а остальные равными нулю. Получим m  линейно 
независимых частных решений системы (4.3.1). 
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Пример 3. Решить систему уравнений 





















.2

,

,

32
3

321
2

321
1

yy
dx

dy

yyy
dx

dy

yyy
dx

dy

 

Решение. Составим и решим характеристическое уравнение 

0

210

111

111







k

k

k

. 

Вычислим определитель, раскладывая по элементам первого столбца 
      01211221 2  kkkkk , 

      01131 2  kkkk , 
    01131 2  kkk ,     0231 2  kkk , 

21 k , 132  kk . 
При 21 k  система (4.7) имеет вид 













,0

,0

,0

1

111

111









.0

0

11

1  

Полагая 11  , находим 11  . Получаем одно частное решение 
исходной системы: 

xey 2)1(

1  , 0)1(

2 y , xey 2)1(

3  . 
Двукратному корню 132  kkk  )2( m  соответствует решение вида  

  xexBAy )3,2(

1 ,  

  xexDCy )3,2(

2 ,  

  xexFEy )3,2(

3 . 
Подставляем эти выражения (решения) в уравнения исходной системы: 

       
       
     












.2

,

,

xxxx

xxxxx

xxxxx

exFEexDCexFEeF

exFEexDCexBAexDCeD

exFEexDCexBAexBAeB

 

После сокращения на 0xe  и группировки получим: 
 
 
 











.0

,0

,0

EFCxFD

EDAxFB

ECBxFD
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Эти равенства тождественно выполняются лишь в случае, когда 





















.0

,0

,0

0

,0

EFC

EDA

ECB

FB

FD

 

Выразим все коэффициенты через два из них )2( m , через A и B . 
Из второго уравнения имеем:  

BF  . 
С учетом первого уравнения, получаем 

BD  . 
Из четвертого уравнения находим 

DAE  , т.е. BAE  . 
Из третьего уравнения: 

BEC  , т.е. BABBAC 2 . 

Коэффициенты A и B  – произвольные. 
Полагая 1A , 0B , находим:  

1C , 0D , 1E , 0F . 

Полагая 0A , 1B , находим:  

2C , 1D , 1E , 1F . 

Получаем два линейно независимых частных решения, соответствую-
щих двукратному корню 1k : 

xey )2(

1 , xey )2(

2 , xey )2(

3  и 
xexy )3(

1 ,   xexy  2)3(

2 ,   xexy  1)3(

3 . 
Общее решение исходной системы имеет вид: 

xxx exCeCeCy 32

2

11  , 
xx exCeCy )2(322  , 

xxx exCeCeCy )1(32

2

13  . 
 

Задачи для самостоятельного решения 

В задачах 217 – 226 решить систему дифференциальных уравнений 

217. 














;52

,7

yx
dt

dy

yx
dt

dx

 218. 














;3

,3

yx
dt

dy

yx
dt

dx
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219. 














;3

,5

yx
dt

dy

yx
dt

dx

 220. 














;4

,3

yx
dt

dy

yx
dt

dx

 

221. 














;37

,5

yx
dt

dy

yx
dt

dx

 222. 














;24

,64

yx
dt

dy

yx
dt

dx

 

223. 














;

,4

yx
dt

dy

yx
dt

dx

 224. 














;5

,3

yx
dt

dy

yx
dt

dx

 

225. 














;33

,85

yx
dt

dy

yx
dt

dx

 226. 














.4

,32

yx
dt

dy

yx
dt

dx

 

 

Индивидуальные задания 

I. Решить систему дифференциальных уравнений двумя способами: 
а) сведением к дифференциальному уравнению высшего порядка; 

б) с помощью характеристического уравнения. 
 

1. 














.43

,2

yx
dt

dy

yx
dt

dx

 2. 














.4

,

yx
dt

dy

yx
dt

dx

 

3. 














.

,8

yx
dt

dy

yx
dt

dx

 4. 














.

,32

x
dt

dy

yx
dt

dx

 

5. 














.44

,

yx
dt

dy

yx
dt

dx

 6. 














.23

,2

yx
dt

dy

yx
dt

dx
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7. 














.23

,6

yx
dt

dy

yx
dt

dx

 8. 














.36

,2

yx
dt

dy

yx
dt

dx

 

9. 














.

,

x
dt

dy

y
dt

dx

 10. 














.43

,2

yx
dt

dy

yx
dt

dx

 

11. 














.

,2

y
dt

dy

x
dt

dx

 12. 














.64

,24

yx
dt

dy

yx
dt

dx

 

13. 














.2

,38

yx
dt

dy

yx
dt

dx

 14. 














.3

,3

yx
dt

dy

yx
dt

dx

 

15. 














.45

,32

yx
dt

dy

yx
dt

dx

 16. 














.63

,2

yx
dt

dy

yx
dt

dx

 

17. 














.54

,45

yx
dt

dy

yx
dt

dx

 18. 














.34

,2

yx
dt

dy

yx
dt

dx

 

19. 














.

,4

yx
dt

dy

yx
dt

dx

 20. 














.82

,23

yx
dt

dy

yx
dt

dx

 

21. 














.32

,4

yx
dt

dy

yx
dt

dx

 22. 














.5

,37

yx
dt

dy

yx
dt

dx

 

23. 














.4

,4

yx
dt

dy

yx
dt

dx

 24. 














.4

,82

yx
dt

dy

yx
dt

dx
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25. 














.33

,85

yx
dt

dy

yx
dt

dx

 26. 














.8

,3

yx
dt

dy

yx
dt

dx

 

27. 














.3

,5

yx
dt

dy

yx
dt

dx

 28. 














.6

,25

yx
dt

dy

yx
dt

dx

 

29. 














.58

,36

yx
dt

dy

yx
dt

dx

 30. 














.48

,84

yx
dt

dy

yx
dt

dx
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ТЕСТЫ 

Вариант 1 

1. Уравнение 1 yyx …является… 
1) однородным относительно x  и y  дифференциальным уравнением 

первого порядка; 
2) уравнением Бернулли; 
3) уравнением с разделяющимися переменными;; 
4) линейным неоднородным дифференциальным уравнением 2-го 

порядка. 
 
2. Общее решение дифференциального уравнения 0 yyx  имеет 

вид… 

1) RC
x

C
y  , ; 2) RCxCy  , ; 

3) RCxCy  , ;; 4) RCC
yx

 ,
11

22
. 

 
3. Общее решение линейного однородного дифференциального уравне-

ния второго порядка 034  yyy  имеет вид… 

1) xx eCeCy 3

21

  ; 2) xx eCeCy 3

21  ; 

3) xx eCeCy 3

21   ; 4) xx eCeCy 3

21   
 
4. Общий вид частного решения y  линейного неоднородного диф-

ференциального уравнения второго порядка 24  yy  будет выглядеть 
так… 

1) Ay 2 ; 2) Ay  ; 3) 2xAy  ; 4) xAy  . 
 
5. Уравнение 054  yyy  является… 
1) линейным неоднородным дифференциальным уравнением второго 

порядка с постоянными коэффициентами; 
2) уравнением Бернулли; 
3) линейным однородным дифференциальным уравнением второго 

порядка с постоянными коэффициентами; 
4) дифференциальным уравнением с разделяющимися переменными. 
 
6. Решение задачи Коши 0 tgxyy , 1)0( y  имеет вид… 
1) xy sin ; 2) xy cos ; 3) 1C ; 4) 1cos  xy . 
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7. Дифференциальное уравнение 2ln 
x

y

x

y
y  заменой 

x

y
u   при-

водится к уравнению с разделенными переменными, которое имеет вид… 

1) dx
uu

du 
 2ln

; 2) 
x

dx

uu

du 
 22ln

; 

3) 
x

dx

u

du 
 2ln

; 4) 
2ln 


x

dx

u

du
. 

 
8. Общее решение системы дифференциальных уравнений  














xy
dt

dy

y
dt

dx

23

 имеет вид… 

1) tttt eCeCyeCeCx 2

21

2

21 2,   ; 

2) tttt eCeCyeCeCx 2

21

2

21 2,   ; 

3) tttt eCeCyeCeCx 2

21

2

21 ,  ; 

4) tttt eCeCyeCeCx 2

21

2

21 2,  . 
 
9. Установите соответствие между дифференциальным уравнением 

второго порядка и его общим решением 
1) 02610  yyy ; А)  xCxCey x 6sin6cos 21

3   ; 

2) 0183  yyy ; В)  xCxCey x sincos 21

5   ; 

3) 02610  yyy ; С)  xCxCey x sincos 21

5  ; 

 D) xx eCeCy 6

2

3

1   . 
 
10. Однородным дифференциальным уравнением первого порядка 

являются дифференциальные уравнения… 
1)     0132 2  yxyy ; 2)     02 22  yxyyyx ; 

3)     012 32  xyyx ; 4)   0432  xyyyx  
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Вариант 2 

1. Уравнение xyy  1 …является… 
1) однородным относительно x  и y  дифференциальным уравнением 

первого порядка; 
2) уравнением Бернулли; 
3) уравнением с разделяющимися переменными; 
4) линейным неоднородным дифференциальным уравнением 2-го по-

рядка. 
 
2. Общее решение дифференциального уравнения 02  xyy  имеет 

вид… 
1) RCeCy x  ,

2

; 2) RCxCy  ,2 ; 

3) RCeCy x   ,
2

; 4) RCeCy x   ,
2

. 
 
3. Общее решение линейного однородного дифференциального 

уравнения второго порядка 054  yyy  имеет вид… 

1)  xCxCey x sincos 21

2   ; 2)  xCxCey x 2sin2cos 21   ; 

3) xx eCeCy  
2

5

1 ; 4)  xCxCey x sincos 21

2  . 
 
4. Общий вид частного решения y  линейного неоднородного диффе-

ренциального уравнения второго порядка xyy 2  будет выглядеть 
так… 

1) xAy  2 ; 2) BxAy  ; 3) xAy  ; 4) xBxAy  2 . 
 
5. Уравнение xyyy  34  является… 
1) линейным неоднородным дифференциальным уравнением второго 

порядка с постоянными коэффициентами; 
2) уравнением Бернулли; 
3) линейным однородным дифференциальным уравнением второго 

порядка с постоянными коэффициентами; 
4) дифференциальным уравнением с разделяющимися переменными. 
 

6. Частное решение дифференциального уравнения 
x

y
2cos

1
2

 , удо-

влетворяющее условию 0
8







 y  имеет вид… 

1) 2 tg2 2y x  ; 2) 
1 1

tg 2
2 2

y x  ; 
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3) 
1 1

tg 2
2 2

y x  ; 4) tg 2 1y x  . 

 
7. Дифференциальное уравнение     022  dyyxdxyx  заменой 

x

y
u   приводится к уравнению с разделенными переменными, которое 

имеет вид… 

1) dxdu
u

u 



3

21
; 2) dxdu

u

u 



2

21
; 

3) dx
x

du
u

u 2

1

21
2





; 4) dx
x

du
uu

u 2

21

21
2





. 

 
8. Общее решение системы дифференциальных уравнений 














x
dt

dy

yx
dt

dx
32

 имеет вид… 

1) tttt eCeCyeCeCx 3

21

3

21 ,3  ; 

2) tttt eCeCyeCeCx 3

21

3

21 ,   ; 

3) tttt eCeCyeCeCx 3

21

3

21 ,   ; 

4) tttt eCeCyeCeCx 3

21

3

21 ,3   . 
 
9. Установите соответствие между дифференциальным уравнением 

второго порядка и его общим решением 
1) 0152  yyy ; А)  xCxCey x 4sin4cos 21  ; 

2) 0152  yyy ; В) xx eCeCy 3

2

5

1   ; 

3) 0178  yyy ; С) xx eCeCy 5

2

3

1   ; 

 D)  xCxCey x sincos 21

4  . 
 
10. Дифференциальным уравнением первого порядка с разделяющи-

мися переменными являются дифференциальные уравнения…. 

1)    2tg 1 1 0x y y y x    ; 2) 
)( yxy

x
y


 ; 

3)   022 222  xyyxyx ; 4)   0sin1  xyyyx . 
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Вариант 3 

1. Уравнение 1ln 
x

y
y  является… 

1) однородным относительно x  и y  дифференциальным уравнением 
первого порядка; 

2) уравнением Бернулли; 
3) уравнением с разделяющимися переменными; 
4) линейным неоднородным дифференциальным уравнением 2-го 

порядка. 
 

2. Общее решение дифференциального уравнения xyxy 
2

1
 имеет 

вид… 
1) RCxCy  ,12 ; 2) RCeCy x  ,

2

; 

3) RCeCy x  ,1
2

; 4) RCeCy x  ,
2

. 
 
3. Общее решение линейного однородного дифференциального уравне-

ния второго порядка 044  yyy  имеет вид… 

1)  21

2 CxCey x   ; 2)  21

2 CxCey x  ; 

3) 2

2

1 CxeCy x  ; 4) 2

2

1 CeCy x   . 
 
4. Общее решение линейного неоднородного дифференциального 

уравнения второго порядка xeyyy  396  имеет вид… 

1) xxx exeCeCy  
16

33

2

3

1 ; 2) xxx eeCeCy 
16

33

2

3

1 ; 

3) xxx exeCeCy 
16

33

2

3

1 ; 4) xxx exeCeCy 
4

33

2

3

1 . 

 

5. Дифференциальное уравнение   04 2226   yxyyxyxx  будет 

однородным дифференциальным уравнением первого порядка при   
равном… 

1) 4; 2) 6; 3) 0; 4) 2. 
 
6. Уравнение xyyy 254   является… 
1) линейным неоднородным дифференциальным уравнением второго 

порядка с постоянными коэффициентами; 
2) линейным дифференциальным уравнением первого порядка; 
3) линейным однородным дифференциальным уравнением второго 

порядка с постоянными коэффициентами; 
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4) дифференциальным уравнением с разделяющимися переменными. 
 
7. Решение задачи Коши 3 yyx , 0)1( y  имеет вид… 

1) 0y ; 2) 
x

x
y

)1(3  ; 

3) )1(3  xy ; 4) 
x

x
y

)1(3  . 

 
8. Общее решение системы дифференциальных уравнений 














yx
dt

dy

yx
dt

dx

3

5
 имеет вид 

1)       tCtCeytCCtCCex tt sincos,sin2cos2 212121  ; 

2)       tCtCeytCCtCCex tt sincos,sin2cos2 212121  ; 

3)       tCtCeytCCtCCex tt sincos,sin2cos2 212121   ; 

4)       tCtCeytCCtCCex tt sincos,sin2cos2 212121   . 
 
9. Установите соответствие между дифференциальным уравнением 

второго порядка и его общим решением 
1) 0168  yyy ; А) xx eCeCy 3

2

2

1   ; 

2) 0168  yyy ; В)   xexCCy 4

21  ; 

3) 0134  yyy ; С)  xCxCey x 3sin3cos 21

2   ; 

 D)   xexCCy 4

21

 . 
 
10. Уравнением Бернулли являются дифференциальные уравнения… 

1)   0
4

sin1
2

2 
y

x
xyyx ; 2) 

)2(

12




yx

x
y ; 

3) 02 
y

e
xyyx

x

; 4)   0
3

2
25  yx

yyx . 
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Вариант 4 

1. Уравнение xyy  2  является… 
1) однородным относительно x  и y  дифференциальным уравнением 

первого порядка; 
2) линейным однородным дифференциальным уравнением второго 

порядка с постоянными коэффициентами; 
3) уравнением с разделяющимися переменными; 
4) линейным дифференциальным уравнением первого порядка. 
 

2. Общее решение дифференциального уравнения x
x

y
y  3

 имеет 

вид… 
1) RCxCxy  ,2 ; 2) RCxCxy  ,23 ; 

3) RCxCxy  ,23 ; 4) RCCxy  ,2 . 
 
3. Общее решение линейного однородного дифференциального 

уравнения второго порядка 0102  yyy  имеет вид… 

1)  xCxCey x sincos 21

3  ; 

2)  xCxCey x 3sin3cos 21  ; 

3)  xCxCey x 10sin10cos 21

2   ; 

4)  xCxCey x 3sin3cos 21   . 
 
4. Общий вид частного решения y  линейного неоднородного диффе-

ренциального уравнения второго порядка 15 2  xyy  будет выглядеть 
так… 

1) xBeAy 5 ; 2) CxBxAxy  23 ; 

3) CBxAxy  2 ; 4) BAxy  2 . 
 

5. Дифференциальное уравнение   04244   xyyxyyx  будет 

однородным дифференциальным уравнением первого порядка при   
равном… 

1) 1; 2) 0; 3) 4; 4) 2. 
 
6. Уравнение 043  yyy  является… 
1) линейным неоднородным дифференциальным уравнением второго 

порядка с постоянными коэффициентами; 
2) линейным дифференциальным уравнением первого порядка; 
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3) линейным однородным дифференциальным уравнением второго 
порядка с постоянными коэффициентами; 

4) дифференциальным уравнением с разделяющимися переменными. 
 
7. Решение задачи Коши tgxyxy  2cos , 1)0( y  имеет вид… 

1) tgxetgxy  ; 2) 1 tgxey ; 

3) tgxetgxy  1 ; 4) 1 tgxy . 
 
8. Общее решение системы дифференциальных уравнений 














yx
dt

dy

yx
dt

dx

3

3
 имеет вид 

1) tttt eCeCyeCeCx 4

2

2

1

4

2

2

1 ,  ; 

2) tttt eCeCyeCeCx 4

2

2

1

4

2

2

1 ,  ; 

3) tttt eCeCyeCeCx 2

2

4

1

2

2

4

1 ,  ; 

4) tttt eCeCyeCeCx 2

2

4

1

2

2

4

1 ,  . 
 
9. Установите соответствие между дифференциальным уравнением 

второго порядка и его общим решением 
1) 065  yyy ; А) xx eCeCy 6

21   ; 

2) 065  yyy ; В) xx eCeCy  
2

5

1 ; 

3) 054  yyy ; С) xx eCeCy 5

21   ; 

 D) xx eCeCy  
2

6

1 . 
 
10. Однородным дифференциальным уравнением первого порядка 

являются дифференциальные уравнения… 
1) 0)2(  dxyxdyy ; 2)     0 dyxyxdxxyy ; 

3) 1 xyy ; 4) 
y

x
yyxy ln . 
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Вариант 5 

1. Уравнение 3ln2 
x

y
y  является… 

1) однородным относительно x  и y  дифференциальным уравнением 
первого порядка; 

2) уравнением Бернулли; 
3) уравнением с разделяющимися переменными; 
4) линейным дифференциальным уравнением первого порядка. 
 
2. Общее решение дифференциального уравнения 2xyxy   имеет 

вид… 

1) RC
x

Cx
y  ,

3

2

; 2) RCxCxy  ,2 ; 

3) RC
x

Cx
y  ,

3

2

; 4) RCCxy  ,2 . 

 
3. Общее решение линейного однородного дифференциального уравне-

ния второго порядка 044  yyy  имеет вид… 

1)   xexCCy 2

21

 ; 2)  xCxCey x 2sin2cos 21

2   ; 

3) xCxCy 2cos2sin 21  ; 4)   xexCCy 2

21  . 
 
4. Общий вид частного решения y  линейного неоднородного диффе-

ренциального уравнения второго порядка xyyy 2sin52   будет вы-
глядеть как… 

1)  xBxAey x 2cos2sin  ; 2) xBxAy 2cos2sin  ; 

3) xBAy 2sin ; 4)  xBxAxy 2cos2sin  . 
 
5. Дифференциальное уравнение   032 22  yyxyyxx  будет 

уравнением с разделяющимися переменными при значении  , равном… 
1) 1; 2) 4; 3) 2; 4) 0. 
 
6. Уравнение xyyy 254   является… 
1) линейным неоднородным дифференциальным уравнением второго 

порядка с постоянными коэффициентами; 
2) линейным дифференциальным уравнением первого порядка; 
3) линейным однородным дифференциальным уравнением второго 

порядка с постоянными коэффициентами; 
4) дифференциальным уравнением с разделяющимися переменными. 
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7. Решение задачи Коши 32
x

x

y
y  , 

2

1
)0( y  имеет вид… 

1) 
8

31

2

24 xx
y  ; 2) 

63

4 xx
y  ; 

3) 2
2

2
xC

x
y 







  ; 4) 
2

4x
y  . 

 
8. Общее решение системы дифференциальных уравнений 














yx
dt

dy

yx
dt

dx

8

3
 имеет вид 

1) tttt eCeCyeCeCx 5

21

5

21 ,
4

3

4

1   ; 

2) tttt eCeCyeCeCx 5

21

5

21 ,
4

3

4

1   ; 

3) tttt eCeCyeCeCx 2

5

12

5

1 ,
4

3

4

1   ; 

4) tttt eCeCyeCeCx 2

5

12

5

1 ,
4

3

4

1   . 

 
9. Установите соответствие между дифференциальным уравнением 

второго порядка и его общим решением 
1) 043  yyy ; А) xx eCeCy  

2

4

1 ; 

2) 043  yyy ; В) xx eCeCy 13

21

  ; 

3) 01314  yyy ; С)  xCxCey x 3sin3cos 21

2   ; 

 D) xx eCeCy 4

21   . 
 
10. Линейным дифференциальным уравнением первого порядка яв-

ляются дифференциальные уравнения… 
1) 1 xyy ; 2) ctg siny y x x   ; 

3)   xx eyye 12 ; 4)   0ln13  dyyxdxy . 
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

В различных областях человеческой деятельности возникает большое 
число задач, которые сводятся к решению дифференциальных уравнений. 
Характер этих задач и методику их решения схематично можно описать 
следующим образом. Происходит некоторый процесс, например экономи-
ческий, социальный, химический, физический. Если имеется достаточно 
полная информация о течении этого процесса, то можно попытаться 
построить его математическую модель. Во многих случаях такой моделью 
служит дифференциальное уравнение, одним из решений которого 
является искомая функциональная характеристика процесса. Дифферен-
циальное уравнение моделирует процесс в том смысле, что оно описывает 
эволюцию процесса, характер происходящих с материальной системой 
изменений, возможные варианты этих изменений в зависимости от 
первоначального состояния системы. 

Поэтому усвоение методов решения обыкновенных дифференциаль-
ных уравнений способствует формированию системы знаний и опера-
ционных умений, используемых для решения задач, возникающих при 
выполнении основных видов профессиональной деятельности и развитию 
личностных качеств, необходимых для высококвалифицированных 
специалистов. 
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