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ПРЕДИСЛОВИЕ 

Предлагаемое учебное пособие предназначено для студентов бакалаври-
ата, обучающихся по направлению 09.03.02 «Информационные системы и 
технологии» при изучении дисциплины «Численные методы и методы оп-
тимизации». 

Пособие разработано на кафедре «Информационно-вычислительные си-
стемы» ФГБОУ ВО ПГУАС в соответствии с рабочей программой дисци-
плины и требованиями ФГОС ВО. 

Цель дисциплины – формирование у обучающихся базы для развития 
профессиональных компетенций в области численных методов и методов 
оптимизации, а именно, овладение численными методами решения задач 
оптимизации целевых функций без ограничений и с ограничениями различ-
ного вида с целью их дальнейшего применения в профессиональной дея-
тельности. 

Основные задачи дисциплины:  
– приобретение обучающимися знания о численных методах алгебры и 

математического анализа, об оптимизации целевых функций без ограниче-
ний и с ограничениями различного вида, их применимости в профессио-
нальной деятельности;  

– формирование умения применять методы оптимизации для отыскания 
точек экстремума функций без ограничений и при их наличии;  

– выработка умения реализовывать численные методы решения задач 
оптимизации в различных интегрированных математических средах 
(MathCad, Matlab и др.). 

Процесс изучения дисциплины направлен на формирование следующих 
компетенций: 

– владение широкой общей подготовкой (базовыми знаниями) для ре-
шения практических задач в области информационных систем и техноло-
гий; 
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– способность использовать основные законы естественнонаучных дис-
циплин в профессиональной деятельности, применять методы математиче-
ского анализа и моделирования, теоретического и экспериментального ис-
следования. 

Планируемые результаты обучения (показатели достижения заданного 
уровня освоения компетенции): 

знать: 
– математический аппарат современных численных методов; 
– основные положения и методы задач линейного, выпуклого и нели-

нейного программирования, о приложениях теории в информатике, про-
граммировании и вычислительной технике; 

– методы математического программирования и математического мо-
делирования; 

– современные математические пакеты программ для решения задач 
математического программирования; 

уметь: 
– реализовать численные методы решения задач оптимизации на 

ПЭВМ;  
– решать типовые задачи; 
– использовать встроенные функции математических пакетов для ре-

шения задач оптимизации; 
– программировать вычислительные алгоритмы и решать типовые за-

дачи на компьютере; 
владеть: 
– базовыми знаниями и навыками численных методов решения задач 

оптимизации; 
– навыками решения проблемных задач, требующих применения ло-

гико-математического аппарата; 
– навыками работы в интегрированных математических средах, навы-

ками работы с прикладными математическими пакетами программ; 
– навыками решения проблемных задач, используя вычислительный 

эксперимент; 
иметь представление: 
– о математическом аппарате современных численных методов; 
– об основных положениях и методах решения задач оптимизации, о 

приложениях теории в информатике, программировании и вычислитель-
ной технике; 

– о применении методов математического программирования в про-
фессиональной деятельности; 

– о математическом моделировании и вычислительном эксперименте. 
 
 
 



 5

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ВВЕДЕНИЕ 

Дисциплина изучается в четвертом семестре и завершается зачетом. 
Курс «Численные методы и методы оптимизации» включает 18 часов 

лекционных, 38 часов лабораторных занятий и 52 часа – самостоятельной 
работы студента, в рамках которой он выполняет расчетно-графическую ра-
боту (РГР). 

Для успешного освоения курса рекомендуется следующее. 
 Внимательно слушать лекции и записывать их основные положения; 

отвечать на поставленные во время лекции вопросы; читать необходимую 
литературу, выполнять лабораторные работы. 

  При прослушивании и проработке лекций особое внимание следует 
уделить терминологии, используемой в дисциплине и основным понятиям.  

 Записывать следует только основные положения. Необходимо ак-
тивно участвовать в обсуждении тем, предлагаемых преподавателем, выска-
зывать собственные соображения. 

Подготовка к зачету заключается в изучении и тщательной проработке 
обучающимся учебного материала дисциплины с учётом учебного пособия, 
лекционных и лабораторных занятий, сгруппированном в виде контрольных 
вопросов. 

Преподавателю предоставляется право воспользоваться примерными 
тестовыми заданиями или составить новые тестовые задания в полном со-
ответствии с материалом учебной дисциплины. 

Для лучшего усвоения учебного материала и удобства подготовки сту-
дентов к зачету преподавателями данного курса – авторами учебного посо-
бия – на файл-сервере кафедры представлен комплекс материалов: полно-
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текстовые файлы лекционного материала, методические указания по выпол-
нению РГР, по подготовке к лабораторным работам и всем видам контроля 
(входного, текущего, промежуточного). 

Студент, пропустивший занятия по уважительной причине или при от-
сутствии таковой, обязан отработать материал самостоятельно. 

К зачету допускается студент, успешно выполнивший все предусмот-
ренные программой курса лабораторные работы и РГР и защитивший их в 
компьютерном классе, продемонстрировав преподавателю электронный ва-
риант и сдавший печатный либо рукописный вариант отчета. 

Зачет по курсу проводится, как правило, в два этапа: 1) в виде компью-
терного тестирования, включающего как теоретические, так и практические 
задания по всему пройденному материалу, в том числе выносимого на само-
стоятельное изучение; 2) по билетам, включающим один теоретический во-
прос и задачу. 

Студент, набравший при тестировании 95 – 100% может быть освобож-
ден от второго этапа по усмотрению преподавателя. 

На 2-м этапе студент даёт ответы на вопросы билета после предвари-
тельной подготовки. Студенту предоставляется право отвечать на вопросы 
билета без подготовки по его желанию. 

Преподаватель имеет право задавать дополнительные вопросы, если 
студент недостаточно полно осветил тематику вопроса, если затрудни-
тельно однозначно оценить ответ, если студент не может ответить на вопрос 
билета, если студент отсутствовал на занятиях в семестре. 
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1. ВВЕДЕНИЕ В ЧИСЛЕННЫЕ МЕТОДЫ  
И МЕТОДЫ ОПТИМИЗАЦИИ 

1.1. Общие сведения. Классификация задач  
математического программирования 

Курс «Численные методы и методы оптимизации» ориентирован на изу-
чение материала об использовании методов оптимизации различных поряд-
ков при решении задач математического программирования.  

Методы оптимизации (МО) составляют один из разделов науки об ис-
следовании операций. 

Задачу оптимизации можно определить как задачу поиска наилучшего 
решения из множества возможных решений (альтернатив) на основе неко-
торого критерия оптимальности. Такой выбор может быть осуществлен раз-
личными способами. Один из подходов заключается в количественной 
оценке каждого возможного решения и выборе наилучшего (минимального 
или максимального) варианта решения. 

Предмет и содержание курса по численным методам и методам оптими-
зации заключается в изучении теории и методов решения задач отыскания 
экстремумов функций на множествах, определенных линейными и нелиней-
ными ограничениями, заданными в виде числовых равенств и неравенств. 

МО широко используются на практике, и прежде всего при решении за-
дач: 

 оптимального проектирования:  
– выбор наилучших технологических режимов, элементов кон-

струкций, структуры технологических цепочек, условий эконо-
мической деятельности;  

– повышение доходности и т.д.;  
 оптимального управления:  

– построение линейных и нелинейных математических моделей 
объектов управления;  

– распределение материальных и финансовых ресурсов; 
– минимизация невязок различной структуры модели и реального 

объекта, 
а также многих других задач из технических, экономических, строительных 
и социальных областей знаний, таких, как управление запасами, трудовыми 
ресурсами, транспортными потоками, техническими системами и т.п. 

МО находят применение при решении таких задач, для которых опти-
мальное развитие рассматриваемого процесса или явления можно сформу-
лировать как достижение экстремума некоторого показателя. Поиск опти-
мального решения является одной из существенных проблем в исследова-
нии операций. 



 8

Термин «математическое программирование» объединяет классы за-
дач по отысканию экстремумов функций нескольких переменных опреде-
ленного вида при заданных ограничениях на свободные переменные (неза-
висимые переменные, параметры оптимизации), в математической записи 
которых участвуют функции того же вида. 

Задачу оптимизации можно определить как задачу поиска наилучшего 
решения из множества возможных решений (альтернатив) на основе неко-
торого критерия оптимальности. Такой выбор может быть осуществлен раз-
личными способами. Один из подходов заключается в количественной 
оценке каждого возможного решения и выборе наилучшего (минимального 
или максимального) варианта решения. 

Существуют различные способы классификации задач математического 
программирования (ЗМП). Чаще всего за основу классификации выбирают 
тип исследуемой функции (целевой функции, критерия оптимизации) и ха-
рактер допустимого множества. Именно эти особенности задачи оптимиза-
ции определяют выбор методов ее решения. 

Различают задачи безусловной оптимизации, когда на входные перемен-
ные не накладывается никаких ограничений, и задачи условной оптимиза-
ции: с ограничениями типа равенства и ограничениями типа неравенства, 
описывающими множество допустимых значений параметров оптимизации. 

По виду целевой функции и функций ограничений задачи математиче-
ского программирования подразделяют на задачи линейного программиро-
вания (ЗЛП) и задачи нелинейного программирования (ЗНП), к которым, в 
свою очередь, относятся: задачи выпуклого, квадратичного, дробно-линей-
ного, сепарабельного, геометрического программирования. 

В ЗЛП линейными являются и целевая функция, и ограничения. Если 
целевая функция линейна, то область определения ее совпадает с n-мерным 
арифметическим пространством Rn, и она может не достигать конечного 
экстремума в области определения. Поэтому в задаче оптимизации с линей-
ной целевой функцией, как правило, должны присутствовать ограничения 
на свободные переменные. 

Задача оптимизации является нелинейной, если нелинейной является 
целевая функция или хотя бы одна из функций в записи ограничений. 

Среди ЗНП выделяется класс задач выпуклого программирования (ЗВП), 
в которых и целевая функция, и ограничения являются выпуклыми функци-
ями, определенными на выпуклом множестве. 

В задаче квадратичного программирования ограничения линейные, а 
целевая функция является многочленом второй степени. 

В задаче дробно-линейного программирования ограничения линейные, а 
целевая функция представляет собой отношение двух линейных функций. 
Задача должна включать ограничения, поскольку область определения це-
левой функции не совпадает с Rn. 
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В задаче сепарабельного программирования целевая функция и ограни-
чения являются сепарабельными функциями, представляющими собой 
сумму функций одной переменной 

 ....,,,),()( 21
1

n

n

j
ji xxxxxxf 



 

В задаче геометрического программирования целевая функция и огра-
ничения являются позиномами, т.е. функциями вида 

  ,0,...,,,,)( 21
1 1

 
 

jn

m

i

n

j

a
ji xxxxxxcxf ij  

где коэффициент mici ,,2,1,0  , а у функций njx ija

j ,,2,1,  , пока-

затели степеней ija  могут быть любыми действительными числами (не 

только целыми неотрицательными, как у полиномов). Область определения 
таких функций ограничена строго положительными вещественными чис-
лами. 

По размерности задачи математического программирования можно раз-
делить на одномерные и многомерные.  

К отдельному классу задач относят задачи дискретного программиро-
вания, в которых параметры оптимизации могут принимать дискретное, в 
частности конечное, множество значений. Среди них – задачи целочислен-
ного программирования. 

Выделяют классы задач параметрического, стохастического и динами-
ческого программирования. 

В задачах параметрического программирования целевая функция или 
функции ограничений либо и то, и другое зависят от некоторых параметров. 

Если в целевой функции или в функциях ограничений на переменные 
содержатся случайные величины, то такая задача относится к задаче стоха-
стического программирования. 

Задача динамического программирования – задача, процесс нахождения 
решения которой является многоэтапным. 

 

1.2. Основные определения 

Задача математического программирования состоит в том, чтобы найти 
экстремум (min, max) некоторой функции, зависящей от одной или несколь-
ких переменных при выполнении ряда ограничений на эти переменные, за-
данных в виде равенств и неравенств: 

 n
xxx

xxx
n

,,,min 21
,,, 21




 ;  

  ;,,1;0...,,1 Nkxxf nk   (1) 
  Mjxxg nj ,,1;0...,,1  .  
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Задачу (1) называют задачей математического программирования, а 
функцию  nxxx ,,, 21  , определенную на множестве nR , заданном 
ограничениями, – целевой функцией. Переменные nxxx ,,, 21   – это пара-
метры оптимизации, каждая точка  ),,,( 21 nxxxx   является допусти-

мым решением, а множество nR – множеством допустимых решений 
или допустимым множеством. Точка *x , в которой целевая функция 
принимает экстремальное значение, называется оптимальным решением. 
Обозначим 

 nxxxX ...,,, 21 ;  

 
 

 
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
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



;  

 
 

 
















nM

n

xxg

xxg

XG

,,

,,

1

11





.  

Тогда задачу нелинейного программирования можно записать в вектор-
ной форме: 

 
 
  .0

;0

;min






XG

XF

X
X

 (2) 

В дальнейшем частные задачи оптимизации будем рассматривать, в ос-
новном, как задачи поиска минимума функции. Однако при решении реаль-
ных практических задач очень часто встречаются задачи и на максимум. 
Легко перейти от одного вида экстремума к другому путем смены знака у 
критерия оптимальности:     XX

XX
 maxmin . 

Точка  **
2

*
1

* ,,, nxxxX   называется точкой локального минимума 

функции  X  в некоторой окрестности этой точки, если существует вектор 
 n ,,, 21   такой, что для любых значений ix , подчиняющихся нера-

венству iiiii xxx  ** , выполняется неравенство 

   **
11 ,,,, nn xxxx   . 

Локальный минимум функции, который соответствует самому наимень-
шему значению функции из области значений, называется глобальным ми-
нимумом. 

Поверхностью уровня функции  X  называется множество точек, в ко-
торых функция принимает постоянное значение, т.е.   const X . Если 

2n , поверхность уровня изображается линией уровня на плоскости. 
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Рассмотрим некоторую точку 0X  из области определения функции и 

вектор  ndddD ,,, 21  , задающий направление в пространстве nR : 

0,1  idD . 

Совокупность точек  DXX 0 , где τ – некоторый одномерный пара-
метр, образует прямую, если  , и луч, если 0 . 

Градиентом функции  nxxx ,,, 21   называют вектор частных произ-
водных 

 

 

 

 

.2

1







































X
x

X
x

X
x

X

n


 (3) 

Обозначение градиента: )(grad x  или )(x , где  – оператор набла. 

Вектор  X , противоположный вектору градиента, называется ан-
тиградиентом функции. 

Точка, в которой градиент функции   0)(  kxf , называется стационар-
ной. 

На рис. 1 изображены линии уровня функции y и вектор градиента в 
точке M0 (перпендикулярен линии уровня, проходящей через эту точку). 
Модуль градиента показывает максимальную скорость изменения функции 
в окрестности M0, то есть частоту линий уровня. Модуль градиента равен 
наибольшей производной по направлению в данной точке. 

 
Рис. 1. Линии уровня и градиент функции 
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1.3. Теоремы о функции, имеющей производную  
по заданному направлению 

Пусть  – некоторое заданное направление. Величина, 
показывающая мгновенную скорость изменения функции Φ вдоль направ-
ления D, называется производной от функции Φ в направлении D:  

     







00

0

0 lim
XDX

DxT . (4) 

 
Теорема 1. 

Производная по направлению D равна произведению 
градиента на вектор D: 

  DXT
D  0 . 

Доказательство . 

   







00

0
lim

XDX
D .  

Рассмотрим      00 XDX  – полное приращение функции 
 XZ   в направлении D. 

Известно, что полное приращение функции ΔZ может быть представ-
лено в окрестности точки X следующим образом: 

i

n

i i

x
x

Z 



 
1

, (5) 

 )cos( iii dx , (6) 

где )cos( i  – направляющие косинусы единичного вектора D. 
Подставив выражения (5) и (6) в формулу (4), получим: 

D
x T

n

i
i

i
D 













1

0

)cos(

lim .  

Теорема 2. 

Если   00  DXT , то существует такая величина σ, что 
   00 XDX   для любого   ,0 . 

 
 
 
 

 ndddD ,,, 21 
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Доказательство. 
Первое неравенство в условии теоремы означает, что производная от 

функции Φ по направлению D  положительна.  

   
0lim

00

0







XDX
.  

Так как 0 , то, для того чтобы предел отношения был положитель-
ным, необходимо, чтобы числитель был не меньше нуля для всех τ, доста-
точно близких к нулю, что доказывает утверждение теоремы. 

 

Теорема 3. 

Градиент  0X  показывает направление наискорейшего 

возрастания функции Φ в точке 0X . 
Доказательство. 
Рассмотрим все направления  ndddD ,,, 21  , в которых наблюдается 

возрастание функции, т.е. 

  00  DXT .  

Так как ),(cos)()( 00 DDXDX TTT  , то свое наиболь-

шее значение эта величина примет при 1),cos(  DT , т.е. когда угол 

0),(  DT  и, следовательно, направление D совпадает с направлением 
градиента. 

Так как величина производной по направлению показывает скорость 
возрастания функции в данном направлении, то отсюда следует утвержде-
ние теоремы. 

 
Теорема 4. 

В точке максимума X* функции (X) градиент равен нулю: 

  0*  X . 

Доказательство. 
Предположим, что   0*  X . Зададим направление  *XD  . 

         0
2****  XXXDX .  

Следовательно, направление  *XD   есть направление, в котором 
возможно возрастание функции (X) в сравнении со значением функции в 
точке *X , что невозможно, так как *X  – точка максимума. Значит, предпо-
ложение о том, что   0*  X , неверно. 
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Методические рекомендации к теме 1 

Знать основные понятия и теоремы, иметь представление о системах 
классификации задач математического программирования. Самостоятельно 
проработать материал «Математическая модель, этапы моделирования, вы-
числительный эксперимент» [15]. 

Уметь отвечать на вопросы и выполнять задания по теме. 
 

Контрольные вопросы и задания 

1. Какие задачи решают и где применяются методы оптимизации? 
2. На какие этапы можно разделить процесс принятия решений в иссле-

довании операций? 
3. Что такое информационное моделирование? 
4. Сформулируйте в общем виде задачу математического программиро-

вания. 
5. По каким признакам классифицируются задачи математического про-

граммирования? 
6. Что в задаче математического программирования называют допусти-

мым решением, а что – оптимальным решением? 
7. Приведите пример задачи дробно-линейного программирования. 
8. Какая функция называется целевой? 
9. Чем задача безусловной оптимизации отличается от задачи условной 

оптимизации? 
10. Можно ли задачу поиска максимума функции преобразовать в задачу 

поиска минимума? 
11. Приведите пример задачи математического программирования, не 

имеющей решения. Можно ли утверждать, что задача математического про-
граммирования имеет решение, если допустимое множество замкнуто и 
ограничено? 

12. Как построить линии уровня целевой функции? 
13. Что такое градиент функции? 
14. Что показывает вектор градиента, антиградиента? 
15. Как определить производную по направлению D? 
16. Чему равен градиент функции в точке экстремума? 
18. Какая точка называется стационарной? 
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2. ЭЛЕМЕНТЫ ЛИНЕЙНОГО ПРОГРАММИРОВАНИЯ 

2.1. Общая постановка задачи 

Рассмотрим множество векторов nRX  , ),...,,( 21 nxxxX   и функцию 





n

j
jj xcxf

1

)( , где jc  – некоторые числовые коэффициенты. Функция 

   nxxxfxf ,,, 21   линейна относительно переменных nxxx ,...,, 21 , то есть 
представляет собой линейную форму. 

Предположим, что на компоненты векторов X наложена система ограни-
чений в виде линейных равенств и неравенств. Совокупность векторов X, удо-
влетворяющих этим ограничениям, составляет некоторое множество nR . 

Говорят, что в пространстве nR  поставлена задача линейного программирова-
ния (ЗЛП), если определена линейная целевая функция )(xf , подлежащая мини-
мизации, а также задана система линейных ограничений на компоненты векторов 
X в виде равенств и неравенств, определяющая некоторую область nR : 







n

j
X

jj xcxf
1

min)( ; (7) 





























.,0

;,

;,

1

1

Llx

Kkbxb

Iiaxa

l

n

j
kjkj

n

j
ijij

 (8) 

Здесь I, K, L – заданные целочисленные множества индексов. 
Заметим, что решение такой задачи методом приравнивания к нулю 

частных производных и решения соответствующей системы невозможно, 
так как все производные равны константам. 

 

2.2. Каноническая форма представления ЗЛП 

Задачи линейного программирования возникают в различных областях 
науки, техники, экономической теории, медицине, социологии и т.д. В зависи-
мости от целей решения, ЗЛП могут быть записаны в том или ином виде, однако 
существуют стандартные формы представления задач линейного программиро-
вания, для которых разработаны методы и алгоритмы решения. 

В канонической форме ЗЛП все ограничения системы (8) (кроме нера-
венств, выражающих условие неотрицательности переменных) представ-
лены в виде равенств и требуется найти максимум целевой функции. 
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Приведение задачи к стандартной или канонической форме легко осу-
ществить, если использовать следующие положения. 

1) Задача минимизации может быть преобразована в задачу максими-
зации путем смены знака у критерия оптимальности: 

 )(max)(min xfxf
XX

  и наоборот:  )(min)(max xfxf
XX

 . 

2) Ограничения типа равенств и неравенств можно привести к необхо-
димой форме, используя следующие приемы: 

а) ограничение типа   можно привести к ограничению   путем умно-
жения обеих частей неравенства на  –1; 

б) ограничение типа = приводится к двум ограничениям типа неравенств 
  и  , если потребовать их одновременного выполнения. Например, равен-
ство 121  xx  эквивалентно системе двух неравенств  








;1

;1

21

21

xx

xx
 

в) ограничение типа неравенства можно всегда привести к ограничению 
типа равенства путем добавления еще одной переменной 1nx  в левую часть 
неравенства. Так, например, ограничение ininii bxaxaxa  ...2211  
можно привести к ограничению типа равенства добавлением положитель-
ной переменной 1nx : inninii bxxaxaxa  12211 ... , 01 nx . При 
этом нужно помнить, что размерность задачи (число переменных хi) станет 
на единицу больше, а неизвестная 1nx  войдет в качестве слагаемого в целе-
вую функцию f(x) с коэффициентом 1nc , равным нулю ( 01 nc ); 

г) если не задано ограничение вида 0ix  на некоторую переменную, а 
оно необходимо для канонической формы, то вместо одной переменной ix  
можно рассмотреть две переменные ix  и ix  , такие, что 0ix  и 0ix , а 

iii xxx  . 
Используя перечисленные приемы, произвольную задачу линейного 

программирования можно привести к основной канонической форме: мак-

симизировать целевую функцию 



n

j
jj xcxf

1

)(  по переменным nxx ,...,1  

при выполнении ограничений: 




















.10

;...

................................................

;...

;...

2211

22222121

11212111

,...,nj,x

bxaxaxa

bxaxaxa

bxaxaxa

j

mnmnmm

nn

nn

 (9) 
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В матричной форме задача записывается следующим образом: 














.0

;

max;),(

X

BXA

XC
T  (10) 

Всякое решение системы (9) называется допустимым решением. Допу-
стимое решение, при котором линейная функция f(x) принимает оптималь-
ное (в данном случае максимальное) значение, называется оптимальным ре-
шением, или оптимальным планом. 

 

2.3. Формулировка некоторых типичных задач 
линейного программирования 

2.3.1. Задача о раскрое 

Пусть имеется n вариантов раскроя листа жести на заготовки m типов. 
Заготовок i-го типа требуется в количестве )..,,1( mibi  . При j-м способе 
раскроя nj ,,1   получаются заготовки i-го вида в количестве ija , а от-

ходы (по весу, по площади и др.) равны jc . Обозначим как jx  количество 

листов, раскраиваемых по варианту j. Вектор ),...,,( 21 nxxxX   представляет 
собой общий план раскроя. Тогда задача по отысканию оптимального плана 
раскроя может быть записана следующим образом. 

Определить вектор X, минимизирующий функцию отходов 





n

j
jj xcXf

1

)(  при ограничениях, направленных на выполнение плана вы-

пуска заготовок требуемых типов:  
























....,,1,0

...

..............................................

;...

..............................................

;...

;2211

2211

11212111

njx

bxaxaxa

bxaxaxa

bxaxaxa

j

mnmnmm

ininii

nn

 

При постановке конкретной задачи обычно все исходные данные сводятся в 
таблицу. 
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2.3.2. Задача о планировании производства 

Для n различных технологий предприятие может использовать m видов 
ресурсов – сырье, энергию, оборудование. Запас ресурсов ограничен вели-
чинами )...,,1( mibi  . Известно, что при применении технологии с номе-
ром  njj ,,1   в единицу времени расходуется ija  единиц ресурса, и 

производится jc  единиц продукта. 

Требуется определить интенсивность (продолжительность) использова-
ния каждой технологии, чтобы выпустить максимальное количество про-
дукции, не допустив перерасхода ресурсов. 

Пусть jx  – время, затраченное на j-тую технологию.  

Тогда справедлива следующая математическая формулировка рассмат-
риваемой задачи: 





n

j
jj xC

1

max  

при ограничениях 













....,,1,0

;...,,1,
1

njx

mibax

j

n

j
iijj

 

 

2.3.3. Задача о рационе 

Пусть имеется n видов продуктов, в которых содержатся m типов пита-
тельных веществ. Обозначим символами ija  количество питательных ве-

ществ i-го типа ( mi ,,1  ) в j-м продукте ( nj ,,1  ). Потребность орга-
низма в i-м питательном веществе на протяжении определенного времени 
задается величиной ib . Стоимость единицы j-го продукта равна jc . 

Требуется определить количество каждого продукта в рационе так, 
чтобы суммарная стоимость рациона была минимальной. 

Пусть jx  – количество j-го продукта в рационе. Тогда jj xc  – общая сто-

имость j-го продукта, 


n

j
jj xc

1

 – суммарная стоимость рациона.  

Получаем следующую ЗЛП: 





n

j
jj xc

1

min,  














.,...,1,0

,...,,1,
1

njx

mibxa

j

n

j
ijij
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2.3.4. Транспортная задача  

Пусть имеется n строительных объектов, в которые поступают строи-
тельные материалы, хранимые на m складах. Известна стоимость ijc  пере-

возки материалов с i-го склада ( mi ,,1  ) на j-й строительный объект  
( nj ,,1  ), количество ia  единиц строительных материалов на i-м складе 
и заказанный объем jb  материалов для доставки на j-й строительный объект. 

Требуется составить план перевозок строительных материалов со складов 
на объекты так, чтобы суммарная стоимость перевозок была минимальной. 

Пусть ijx  – количество материалов, которое планируется перевезти 

 с i-го склада на j-й объект. Тогда стоимость перевозки ijij xc , а общая стои-

мость S всех перевозок будет равна 


 


m

i

n

j
ijij xcS

1 1

.  

Строительные объекты должны быть обеспечены материалами в точ-
ном соответствии с заказом. Поэтому планируемые объемы перевозок ijx  

должны удовлетворять условиям 

.,,2,1,
1

njbx j

m

i
ij 



 

Однако со склада нельзя вывезти строительных материалов больше, 
чем там имеется. Следовательно, должны быть выполнены условия 

.,,2,1,
1

miax i

m

i
ij 



 

Получаем следующую ЗЛП: 

min
1 1


 

m

i

n

j
ijij xc  





























.,...,1,...,,1,0

,...,,1,

,,2,1,

1

1

njmix

miax

njbx

ij

n

j
iij

j

m

i
ij 

 

Отметим, что сформулированная ЗЛП может иметь решение только в 
том случае, если сумма заказов всех строительных объектов не превышает 
суммарного запаса строительных материалов на всех складах, т.е. 

.
11




m

i
i

n

j
j ab  
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2.4. Свойства решений задач линейного программирования 

1) Множество допустимых значений задач линейного программирова-
ния является либо пустым, либо выпуклым множеством. 

2) Если множество допустимых значений не пусто и целевая функция 
ограничена сверху на этом множестве, то задача максимизации имеет реше-
ние. 

3) Оптимальное решение ЗЛП всегда находится на границе допустимой 
области. 

Примечание. 
Множество в пространстве Rn  называется выпуклым, если вместе с 

двумя точками  11
2

1
11 ,,, nxxxx  ,  22

2
2
12 ,,, nxxxx   множество содержит и 

отрезок, их соединяющий (рис. 2). 
 

 
Рис. 2. Примеры выпуклых (а) и невыпуклых (б) множеств 

 

2.4.1. Опорные решения задач линейного программирования 

Предположим, что ЗЛП приведена к канонической форме  

,max
1

Dx

n

i
ii

i

xc




  
















....,,1,0

,...

.................................................

,...

2211

11212111

njx

bxaxaxa

bxaxaxa
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В векторном виде: 

   1 2 1 2 1 2

1 2 1 2

( , ,..., ), , , , , , , , ,

( , ,..., ) , ( , ,..., ),

T
n n i i i mi

T
m n

C c c c A A A A A a a a

B b b b X x x x

  

 

 
 














....,,1,0

,...

max,),(

2211

njx

BxAxAxA

XC

j

nn  
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Допустимое решение задачи в канонической форме – вектор 
)...,,0,,0,,0,,,0(

21 kjjj xxxX  , где 0
mj

x  – называется опорным реше-

нием (планом) ЗЛП, если векторы условий 
kjjjj AAAA ...,,,,

321
, соответству-

ющие ненулевым координатам вектора X , образуют линейно независимую 
систему векторов. 

Свойства опорных решений 

1) Если допустимое множество ЗЛП в канонической форме не является 
пустым множеством, то ЗЛП имеет опорное решение. 

2) Опорные решения являются крайними точками допустимого множе-
ства ЗЛП (вершины многогранника). 

3) ЗЛП в канонической форме имеет конечное число различных опор-
ных решений (либо не имеет их вообще). 

4) Если ЗЛП в канонической форме имеет оптимальное решение, то это 
оптимальное решение является опорным. 

Из свойств опорных решений следует, что искать оптимальное решение 
задачи линейного программирования необходимо среди ее опорных реше-
ний, что всегда можно сделать, так как опорных решений конечное число. 

Поиск опорного решения 
Для того чтобы найти некоторое опорное решение ЗЛП, достаточно вы-

брать базис системы векторов nAAA ,,, 21   так, чтобы вектор ограничений 
B раскладывался по нему с неотрицательными коэффициентами, то есть 
найти базис 

riii AAA ...,,,
21

 такой, что 
ririi AdAdAdB  ...

21 21 ; причем все 

rddd ,,, 21   – неотрицательные числа )0( jd .  

После определения такого базиса опорное решение x  записывается в 
виде 

 
riii dddx ,0...,,0,,0...,,0,...,,0

21
 .  

Напомним, что базис векторов в n-мерном векторном пространстве – это 
множество линейно независимых векторов, такое, что любой вектор из рас-
сматриваемого пространства представим в виде линейной комбинации век-
торов базиса. 
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2.5. Графический метод решения ЗЛП 

Рассмотрим ЗЛП с двумя переменными Dxx 21 , : 

),max( 2211 xcxc   (11) 
















.

,

,

2211

2222121

1212111

mnn bxaxa

bxaxa

bxaxa


  

.

,0

Kj

x j




 

Ограничения, заданные в виде равенств и неравенств, определяют в 
плоскости 21Oxx  следующие геометрические формы: 

1) равенство типа iii bxaxa  21 21
 – некоторую прямую; 

2) неравенство iii bxaxa  21 21
 – полуплоскость; 

3) неравенство 2,1,0  ixi  – полуплоскость, а совокупность нера-

венств 







0

,0

2

1

x

x
 – первый квадрант на координатной плоскости.  

Таким образом, ЗЛП (11) представляет собой задачу нахождения макси-
мума линейной формы, когда переменные x1, x2 принадлежат пересечению 
m полуплоскостей или отрезков прямых. 

Следовательно, в этом случае допустимая область является выпуклым 
многоугольником, вершины которого находятся в точках пересечения пря-
мых iii bxaxa  21 21

. Если вершина получается в результате пересечения 

трех и более прямых, то она называется вырожденной. 

Для решения задачи (11) геометрическим методом (рис. 3) в случае 2-х пе-
ременных необходимо: 

1) задать такую константу, чтобы линия уровня const2211  xcxc  пере-
секала допустимую область; 

2) построить вектор-градиент  21 ,grad ccf  ; 

3) перемещать линию уровня – перпендикулярную градиенту – вдоль 
градиента до пересечения этой линии с крайней точкой допустимого много-
угольника; эта точка и будет решением задачи; 

4) точные координаты крайней точки вычислять как точки пересечения 
соответствующих прямых. 
 

Примечание. Крайних точек может быть несколько или даже 
бесконечное множество (отрезок прямой). В этом случае любая из них 
является решением задачи. 
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Рис. 3. Нахождение точки максимума целевой функции:  

а – решение единственно; б – бесконечное множество решений;  
в – целевая функция не ограничена сверху на множестве допустимых  

значений; г – система ограничений несовместна 

 

2.6. Симплексный метод решения ЗЛП 

Симплексный метод является одним из универсальных методов реше-
ния ЗЛП. Симплексом в n-мерном пространстве называют множество (n + 1)-
й точки. Геометрически симплекс представляет собой многогранник с 
(n + 1)-й вершиной: на плоскости – это треугольник, в трехмерном простран-
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стве – тетраэдр. Симплекс в Rn образуют любые точки nxxx ,,, 10  , для ко-

торых векторы 00201 ,,, xxxxxx n    линейно независимы. При этом 

точки nxxx ,,, 10   называют вершинами симплекса. 
Предположим, что ЗЛП приведена к канонической форме  

,max)(
1

Dx

n

i
ii

i

xcxf




  
















....,,1,0

,...

,...

2211

11212111

njx

bxaxaxa

bxaxaxa

j

mnmnmm

nn


 (12) 

Идея симплекс-метода заключается в следующем итерационном алго-
ритме. Вычислив в (n + 1) вершинах симплекса значения целевой функции, 
выберем наихудшую из них – ту, в которой значение функции наименьшее. 
Заменив эту вершину новой по определенному правилу, получим новый 
симплекс, с которым повторяем такую же процедуру. В результате получим 
последовательность симплексов, стягивающихся к точке максимума целе-
вой функции. 

Для этого сначала находим какое-либо допустимое (неотрицательное) 
базисное решение. Считаем, что уравнения системы ограничений (12) ли-
нейно независимы, т.е. ранг этой системы nmr  . Произвольные пере-
менные mxxx ,,, 21   принимаем за базисные (основные), остальные )( mn   
переменных – за свободные (небазисные). Приравняв к нулю все свободные 
переменные, решим полученную систему уравнений. Если некоторые зна-
чения найденных базисных переменных окажутся отрицательными, то 
нужно выбрать другие базисные переменные, то есть перейти к новому ба-
зису. После того, как найдено допустимое базисное решение, проверяем, не 
достигнут ли максимум целевой функции )(xf . Если нет, то ищем новое 
допустимое базисное решение, при котором значение функции )(xf  возрас-
тает. Затем процедура повторяется. 

Алгоритм симплекс-метода 

Алгоритм симплекс-метода состоит в последовательном переборе ба-
зисных решений, определяющих крайние точки многогранника решений. 
Переход от одного базисного решения к другому (от одной крайней точки к 
другой) осуществляется таким образом, чтобы значение )(xf  возрастало от 
итерации к итерации. 
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1. Находим ранг r системы (12). Предположим, что nr  . Запишем си-
стему ограничений и целевую функцию в виде: 

,

;;,,1;

1
0

1














k

j
jj

k

j
jijiik

xf

rnkrixx 
 

где jiij  ,,, 0  – некоторые константы, полученные в результате преоб-

разований функций ограничений и целевой функции. 
2. Составляем исходную симплекс-таблицу (табл. 1), состоящую из  

( 1m ) строк (m – количество уравнений ограничений плюс одна строка для 
целевой функции) и ( 1n ) столбцов (n – количество свободных перемен-
ных плюс один столбец для правых частей ограничений). 

 
Т а б л и ц а  1  

Базис  1x  … sx … jx  … mx

1mx  1 11 … 1s … 1j … 1m 

        
lmx   l l1 … ls … lj … lm 

        
imx   i i1 … is … ij … im 

        
nx  r r1 … rs … rj … rm 

f γ0 γ1 … γs … γj … γm 
 
3. Выбираем генеральный (ведущий) элемент ij  в соответствии с пра-

вилами: 
– выбираем положительный коэффициент целевой функции (любой по-

ложительный элемент в последней строке симплекс-таблицы, кроме свобод-
ного члена γ0), например элемент j-го столбца  γj. Если положительных эле-
ментов нет, то записанное в симплекс-таблице базисное решение будет оп-
тимальным; 

– из столбца j выбираем строки l, для которых 0lj , и находим отно-

шения 
lj

l




; 

– выбираем из этих отношений наименьшее, например 
lj

l




 (если 

наименьшее отношение достигается при нескольких значениях l, то можно 
взять любое).  
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Элемент lj  – генеральный. 

4. Переходим от табл. 1 к табл. 2. 
Преобразуем столбец j путем деления всех коэффициентов в этом 

столбце, кроме генерального элемента, на значение генерального элемента 
со знаком « – ». 

Преобразуем строку i путем деления всех коэффициентов в этой строке, 
кроме генерального элемента, на значение генерального элемента со знаком 
« + ». 

Обозначим 
ij


1

. Запишем значение  в ячейку генерального эле-

мента. 
Т а б л и ц а  2  

  1x  … sx … jx  … kx  

1mx  
ji 11   ji 1111  … jiss 11  … –1j … jimm 11 

         
lmx   

ljil   ljill  1 … ljisls  … –lj … ljimlm 

         
nx  i i1 … is …  … im 

         
rx  

rjir   rjir  11 … rjisrs  … –rj … rjimrm 
f ji0  ji  11  … jiss   … –γj … jimm 
 
Преобразуем коэффициенты в оставшихся ячейках таблицы по правилу: 

из значения коэффициента соответствующей ячейки rs  (с номерами строки 
r и столбца s) вычитаем произведение коэффициента, находящегося в этой 
же строке r и в столбце j генерального элемента ( rj ), и коэффициента, нахо-

дящегося в этой же строке i генерального элемента и в столбце s ( ir ). 
5. Повторяем пп. 3–4 до получения оптимального решения (признак оп-

тимальности решения – в п.3). 
 
З а м е ч а н и е . Если в последней строке симплекс-таблицы имеется по-

ложительный элемент, но в соответствующем столбце нет положительных 
чисел, это значит, что целевая функция не ограничена сверху (не имеет мак-
симума). 
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Методические рекомендации к теме 2 

Знать общую постановку задачи линейного программирования, канони-
ческую форму представления ЗЛП, иметь представление о типичных зада-
чах линейного программирования. Самостоятельно рассмотреть транспорт-
ную задачу по критерию времени [14]. 

Знать свойства решений задач линейного программирования, уметь 
находить опорные решения ЗЛП, иметь представление об алгоритмах гра-
фического и аналитического способов решения ЗЛП, уметь решать ЗЛП гра-
фическим и симплекс-методом. 

Уметь отвечать на контрольные вопросы по теме и решать поставленные 
задачи. 

 

Контрольные вопросы и задания 

1. Какой вид может иметь область допустимых значений в задаче ли-
нейного программирования? Чем она ограничена? 

2. Сформулируйте задачу линейного программирования в общем виде. 
3. Какой вид могут иметь ограничения в ЗЛП? 
4. Можно ли в ЗЛП ограничение типа неравенства привести к ограни-

чению типа равенства? Каким образом? 
5. Как привести известные вам типичные ЗЛП к каноническому виду? 
6. Приведите примеры типичных задач линейного программирования. 
7. Можно ли задачу минимизации преобразовать в задачу максимиза-

ции? Если это возможно, покажите на примере. 
8. Сколько решений может иметь ЗЛП? Отчего это зависит? Можно ли 

определить эти решения графически? 
9. Что представляет собой линия уровня? 
10. Когда задача оптимизации имеет решение? 
11. Дайте определение выпуклого множества и приведите примеры вы-

пуклых и невыпуклых множеств. 
12. В каком месте допустимой области ЗЛП находится ее оптимальное 

решение? 
13. Какие решения ЗЛП называются опорными? 
14. Как можно определить опорные решения ЗЛП аналитически и гра-

фически? 
15. К какому виду необходимо привести ЗЛП для решения ее симплекс-

ным методом? 
16. Как выбирается генеральный (ведущий) элемент в симплекс-ме-

тоде? 
17. Может ли ведущий элемент симплекс-таблицы быть: а) нулевым; б) 

отрицательным? 
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3. ЭЛЕМЕНТЫ ВЫПУКЛОГО ПРОГРАММИРОВАНИЯ 

3.1. Основные определения 

Как нам уже известно, множество nRX   называется выпуклым, если 
для любой пары точек Xxx 21 ,  выполняется включение 

Xxx  21 )1( , где 10  . 
Точка x из множества X называется внутренней точкой, если существует 

ε – окрестность этой точки, которая целиком содержится во множестве X. 
Точка x из множества X называется граничной точкой, если для нее су-

ществует окрестность, часть которой лежит в множестве X, а часть – за его 
пределами, но не существует окрестности, которая целиком содержится в 
множестве X. 

Функция , определенная на некотором выпуклом множестве X, 
называется выпуклой, если для любых точек Xxx 21 ,  и для любого значе-
ния ]1,0[  выполняется неравенство 

)()1()())1(( 2121 xfxfxxf  .  

Если неравенство строгое, то функция называется строго выпуклой: 

        2121 11 xfxfxxf  .  

Если неравенство нестрогое, но развернуто в другую сторону, то функ-
ция называется вогнутой: 

        2121 11 xfxfxxf  ,  

для строгого неравенства – строго вогнутой: 

        2121 11 xfxfxxf  .  

Можно доказать, что функция является выпуклой тогда и только тогда, ко-
гда для любой пары точек из области определения выполняется неравенство 

    .
2

1

2

1

2

1

2

1
2121 xfxfxxf 






   

Квадратичной формой относительно переменных nxxx ,,, 21   называется 
числовая функция от этих переменных, имеющая вид 


 


n

i

n

j
jiij xxcxxcxxcf

1 1
21121111 .  

Квадратичная форма называется положительно (отрицательно)-опреде-
ленной, если 0)( xf  ( 0)( xf ) для всех значений переменных 

),,,( 21 nxxxx  , кроме 0x . 

)(xf
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Квадратичная форма называется положительно (отрицательно)-полуопре-
деленной, если 0)( xf  ( 0)( xf ) для любого набора значений переменных 

),,,( 21 nxxxx   и, кроме того, существует такой набор переменных 

),,,( 21 nxxxx   , где не все значения переменных одновременно равны 
нулю, что 0)( xf . 

Квадратичная форма является выпуклой функцией, если она положи-
тельно-полуопределенная, и вогнутой функцией, если она отрицательно-по-
луопределенная. 

 

3.2. Теоремы о выпуклых функциях 

Будем рассматривать функции  xf , выпуклые на выпуклом множестве 
nRX  . 

Теорема 1. 
Выпуклая функция, заданная на некотором выпуклом 

множестве, непрерывна в любой его внутренней точке. 
Условие для непрерывности функции: lim ( ) ( )

x x
f x f x




0
0 . 

(Без доказательства). 
 
Теорема 2. 

Выпуклая функция )(xf , определенная на некотором 
выпуклом множестве, имеет в любой внутренней точке этого 
множества производную по любому направлению. 

   









xfsxf

s

f
0

lim  –  производная по направлению s.  

(Без доказательства). 
 

Теорема 3. 
Функция )(xf , дифференцируемая в точке x  на выпуклом 

замкнутом множестве X , выпукла в том и только в том случае, 
если для любой пары точек Xyx ,  выполняется неравенство 

).()()),(( xfyfxyxf   

Докажем необходимость выполнения условия теоремы для выпукло-
сти функции )(xf . 

Запишем условие выпуклости в виде  

)].()([)())(( xfyfxfxyxf   
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Действительно,  

)).()(()()()()(

)()1()())1(())((

xfyfxfxfxfyf

xfyfxyfxyxf




 
Таким образом,  

( ( )) ( ) ( ( ) ( )).f x y x f x f y f x         

То есть 

     xfyf
xfxyxf




 ))((
.  

Рассмотрим функцию   )).(( xyxf   
Тогда 

( ) (0)
( ) ( )f y f x

  
 


 

и    ).()(
)0()(

lim
00

xfyf 




 

Рассмотрим 

)),(()(|)(
1 1

0 xyxfxy
x

fx

x

fn

i

n

i
ii

i

i

i














  
 

 .  

Следовательно, получим:  
).()()),(( xfyfxyxf   (13) 

Теорема 4. 

Локальный минимум Xx *  выпуклой функции )(xf  на 
выпуклом множестве  X  совпадает с ее глобальным минимумом. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . 
Допустим, что в области определения функции f(x) существует точка 
Xx   такая, что )()( *xfxf  , где *x  – точка локального минимума. 

Выберем точку ]1,0[,)1( *  xxx  и рассмотрим функцию 
f(x) в этой точке: 

),()()1()(

)()1()())1(()(
***

**

xfxfxf

xfxfxxfxf




 

т.е. получим для любой точки x, лежащей на отрезке  *, xx , неравенство 

)()( *xfxf  . Это означает, что значение функции )(xf  в точках, как угодно 

близких к точке *x  ( 0 ), может быть меньше, чем значение функции 
)( *xf ; следовательно, точка *x  не является точкой локального минимума, 

что противоречит условию теоремы. 
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Теорема 5. 
Система неравенств 

,...,,1,0)( mixgi   
где ig  – вогнутые функции, определяет выпуклое множество 

 ....,,1,0)(: mixgxX i   

Д о к а з а т е л ь с т в о . 
Пусть Xyx , , тогда 0)( xgi  и 0)( ygi . Так как функции ig  – вогну-

тые, то для любой точки  1,0  имеем:  
         .011  ygxgyxg iii  

Следовательно, точка   .1 Xyx   

Теорема 6. 
Функция )(xf , определенная и дважды дифференцируемая на 

выпуклом множестве X , выпукла тогда и только тогда, когда 
матрица Гёссе этой функции является положительно-полуопре-
деленной в любой точке множества X . 

(Без доказательства). 
 
Напомним, что матрица Гёссе )(xH  – симметричная матрица вторых 

производных функции 















ji xx

f2

, а необходимыми и достаточными услови-

ями положительной определенности симметричной матрицы являются: 
либо положительность определителя и всех главных миноров матрицы, 
либо положительность всех ее собственных чисел. 

Теорема 7. 
Сумма любого конечного числа выпуклых функций является 

выпуклой функцией. 

(Доказательство методом математической индукции). 
 

Теорема 8. 

Если функция )(xf  выпуклая, тогда для   
 


N

i

N

i
iii sx

1 1

1,  

выполняется неравенство 

 









 
N

i
ii

N

i
ii sfsfxf

11

.)(  

(Без доказательства). 
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3.3. Задача выпуклого программирования (ЗВП) 

Пусть X  – выпуклое множество. Задача выпуклого программирования 
заключается в следующем: найти )(min xf

Xx
 при ограничениях 









,...,,1,0

),...,,(,...,,1,0)( 1

nix

xxxmjxg

i

nj
 

где  xgxf j),( – выпуклые функции на множестве X. 

3.3.1. Условие регулярности Слейтера 

Область  , являющаяся допустимой областью ЗВП, называется регу-
лярной, если существует точка )...,,(, )0()0(

1
)0()0(

nxxxx   такая, что 

nixi ...,,1,0)0(   и  (0) 0, 1, ...,jg x j m  .  

Говорят, что для регулярной области   выполняется условие Слей-
тера. 

 

3.3.2. Функция Лагранжа 

Пусть задача выпуклого программирования сформулирована в канони-
ческой форме: 

....,,2,1,0

;...,,2,1,0)(

);...,,,(;min)( 21

nix

mjxg

xxxxxf

i

j

n
x








 (14) 

Рассмотрим вектор  muuuu ,,, 21  , у которого Ru j   и 

mju j ,,2,1,0  . Построим функцию Лагранжа L(x, u) для задачи вы-

пуклого программирования: 

).,()()()(),(
1

uGxfxguxfuxL
m

j
jj  



 (15) 

Здесь  )(...,),(),( 21 xgxgxgG m ;  uG, – скалярное произведение, а 
компоненты вектора  muuuu ,,, 21   – множители Лагранжа. 

 

3.3.3. Седловая точка 

Пара векторов **, ux  называется седловой точкой функции Лагранжа 

 uxL , , если вектор x* принадлежит области mju j ...,,2,1,0, *  , и вы-

полняется неравенство 

),(),(),( **** uxLuxLuxL  . (16) 
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Это неравенство означает, что ),( *uxL  имеет локальный минимум, а, 
следовательно, и глобальный минимум в точке x* (так как L – выпуклая 
функция по переменной  x) при *uu  . Кроме того, функция ),( * uxL  имеет 

и глобальный максимум в точке *u  при *xx  . Следовательно, можно запи-
сать, что ),(maxmin),(

0

** uxLuxL
jux 

 . 

На рис. 4 показаны пример функции с седловой точкой и линии уровня. 

 
Рис. 4. Седловая точка L(0, 0) и линии уровня 

3.3.4. Теорема Куна — Таккера 

Пусть область   является областью, удовлетворяющей условию регу-
лярности Слейтера для задачи выпуклого программирования (14). 

Вектор )...,,,( **
2

*
1

*
nxxxx   будет решением задачи выпуклого програм-

мирования (14) тогда и только тогда, когда существует вектор 
)...,,,( **

2
*
1

*
muuuu   такой, что ,0,0 **  ji ux  где ni ...,,2,1  и mj ...,,2,1 , 

и пара векторов ** , ux  является седловой точкой функции Лагранжа для за-
дачи выпуклого программирования (14), то есть выполняется неравенство 

),(),(),( **** uxLuxLuxL  . 
Докажем достаточность условия теоремы. 

Подставив выражения для функции  yxL ,  из равенства (15) в неравен-
ство (16), получим: 





m

j
jj

m

j
jj

m

j
jj xguxfxguxfxguxf

1

*

1

**

1

*** )()()()()()( . (17) 

L x u( ) x
2

u
2



L
L
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Так как ju  – произвольная неотрицательная величина, то можно заклю-

чить, что: 

1) 0)( * xg j  (так как 



m

j
jjj

m

j
jj uxguxgu

1

***

1

* 0   и)()( ); 

2) 



m

j
jj xgu

1

** 0)( , так как при mju j ,,2,1,0  из пункта 1 сле-

дует, что ,0)(
1

**



m

j
jj xgu  но   0* xg j , а * 0.ju    

Это возможно, только когда 



m

j
jj xgu

1

** 0)( .  

3) Тогда из правой части неравенства (17) получим: 

,)()()()(
1

*

1

*** 



m

j
jj

m

j
jj xguxfxguxf  

.)()()(
1

** 



m

j
jj xguxfxf  

Так как   0xg j , то )()( * xfxf  ; следовательно, *x  – точка минимума. 

 

3.3.5. Теорема Куна — Таккера для дифференцируемых функций 

Если функции )(xf  и )(xg j  из задачи выпуклого програм-

мирования (14) непрерывно дифференцируемы в области  , то, 
для того чтобы пара векторов ** , ux  представляла собой седловую 
точку функции Лагранжа для данной ЗВП, необходимо и 
достаточно выполнение следующих условий: 
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Здесь  *** , uxLL  , 

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
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Данная теорема дает возможность решать задачу выпуклого программи-
рования путем сведения ее к решению системы уравнений и неравенств. 

 

Методические рекомендации к теме 3 

Знать основные понятия и теоремы выпуклого программирования, фор-
мулировку ЗВП, иметь представление об условии регулярности Слейтера, 
уметь доказывать выпуклость функций, составлять функцию Лагранжа для 
ЗВП, составлять условия теоремы Куна – Таккера и решать ЗВП. 

Уметь отвечать на контрольные вопросы по теме и решать поставленные 
задачи. 

 

Контрольные вопросы и задания 

1. Какая область называется регулярной? 
2. Какую роль в задачах минимизации играет функция Лагранжа? 
3. Что такое седловая точка функции Лагранжа? 
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4. МЕТОДЫ БЕЗУСЛОВНОЙ МИНИМИЗАЦИИ 
(минимизация без ограничений) 

Общая задача нелинейного программирования без ограничений сво-
дится к следующей: минимизировать целевую функцию 

RxfRxxf n  )(,),( . 
Задача минимизации функции решается с помощью построения итера-

ционного алгоритма; причем если в алгоритме не используются производ-
ные функции )(xf , то метод называется методом нулевого порядка. Если в 
алгоритме используются первые производные функции )(xf , то метод 
называется методом первого порядка; если вторые производные – методом 
второго порядка и т.д. 
 

4.1. Методы нулевого порядка 

Методы нулевого порядка применяются в тех случаях, когда: 
1) вычисление производных функции )(xf затруднительно; 

2) при вычислении производных значительно теряется точность алго-
ритма; 

3) функция )(xf  не имеет производных; 

4) функция )(xf  является функцией «овражного типа», то есть когда 
она очень медленно убывает в одном направлении. 

Методы нулевого порядка неприхотливы к свойствам целевой функции: 
не требуют ее непрерывности, дифференцируемости, монотонности и т.д. 
Рассмотрим некоторые из них, в частности методы одномерной оптимиза-
ции bxaxf  min,)(  и многомерной оптимизации 

n
n Rxxxxf min,),,,( 21  . 

 

4.1.1. Методы одномерной оптимизации 

4.1.1.1. Метод перебора 

Метод перебора является простейшим из прямых методов минимиза-
ции. Пусть )(xf  - непрерывная функция на интервале ],[ ba  и требуется 

найти точку минимума *x  функции )(xf  на этом отрезке с абсолютной по-

грешностью . Отрезок ],[ ba  разбивается на n равных частей точками деле-

ния ii hax  , ni
n

ab
h ,,1,0, 


 . Вычислив значения )(xf  в этих точ-

ках, путем сравнения найдем точку mx , для которой  ).(min)(
0

i
ni

m xfxf


  
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Далее полагаем, что  mm xffxx  ** , . При этом максимальная по-

грешность определения точки *x  равна 
n

ab 
 . 

Существует ряд специальных методов поиска оптимальных решений с 
разными способами выбора узлов ix  и сужения интервала неопределенно-
сти: метод деления отрезка пополам, метод золотого сечения и др. 

 

4.1.1.2. Метод золотого сечения 

Деление отрезка на две неравные части таким образом, чтобы отноше-
ние длины всего отрезка к длине большей его части было равно отношению 
длины большей части к длине меньшей части, называется золотым сече-
нием этого отрезка (рис. 5).  

 

 
Рис. 5. Золотое сечение отрезка 

;1;
1

1 2ττ 






5 1

0,618
2


   .  

Метод золотого сечения для функции одной переменной состоит в по-
строении последовательности отрезков, стягивающейся к точке минимума 
функции )(xf , таких, что    ,,, 1100 baba  .  

На первом шаге процесса оптимизации внутри отрезка  00 , ba  выбираем 

две точки  и )( 212 xxx  , вычисляем значения целевой функции – )( 1xf  
и )( 2xf . Пусть )()( 21 xfxf  . Тогда очевидно, что минимум расположен на 
одном из прилегающих к точке x1  отрезков:  10 , xa  или  21, xx . Поэтому 
отрезок  02 , bx  можно отбросить, сузив тем самым первоначальный интер-
вал поиска минимума. 

Второй шаг производим на отрезке  11, ba , где 2101 , xbaa  . Нужно 
снова выбрать две внутренние точки таким образом, чтобы одна из  
них ( x1) осталась из предыдущего шага; поэтому достаточно выбрать точку 

3x , вычислить значение )( 3xf  и произвести сравнение. 

1x
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Процесс оптимизации повторяется до тех пор, пока длина очередного 
отрезка  nn ba ,  не станет меньше заданной длины  . 

Деление отрезка на две неравные части производится точками золотого 
сечения.  

Точки x1 и x2 (рис.6) являются точками золотого сечения отрезка [a, b]. 
При этом точка x1 осуществляет золотое сечение отрезка [a, x2], а точка x2 – 
отрезка [x1, b]. Это позволяет на каждом шаге, за исключением первого, вы-
числение значения функции )(xf  производить лишь один раз.  
 

Алгоритм метода золотого сечения 
Строится последовательность интервалов  

      ,,,, *
1100 xbababa kk     

таких, что 0 kk ba , следующим образом. Предположим, что выполнено 

k шагов. Вычисляем 

   ;)1(1 kkkkkk abaabbx      ;2 kkk abax   

.382,01;618,0   

Если )()( yfxf  , то ybaa kkk   11 , , иначе ., 11 kkk bbxa    

Вычислительный процесс заканчивается, когда , nn ba   

где  – требуемая точность. 
 

 
Рис. 6. Иллюстрация метода золотого сечения 

 

4.1.2. Методы многомерной оптимизации 

4.1.2.1. Метод покоординатного спуска 

Идея всех методов спуска состоит в том, чтобы исходя из начального 
приближения – точки   Dxxxx n  )0()0(

2
)0(

1
)0( ...,,,  – перейти в следующую 
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точку   Dxxxx n  )1()1(
2

)1(
1

)1( ...,,,  так, чтобы значение  nxxxf ...,,, 21  умень-
шилось: 

   )0()1( xfxf  .  

Метод покоординатного спуска заключается в следующем.  
Пусть в области D задано нулевое приближение 

  Dxxxx n  )0()0(
2

)0(
1

)0( ...,,, .  

Рассматриваем функцию  nxxxf ...,,, 21  при фиксированных значениях 

nxxx ,,, 32   как функцию одной переменной 1x , т.е. на первом шаге нахо-
дим 

 )0()0(
21 ...,,,min n

Dx
xxxf

i
.  

Значение x1 , доставляющее минимум, обозначим через )1(
1x : 

   )0()0(
2

)0(
1

)0()0(
2

)1(
1 ...,,,...,,, nn xxxfxxxf  .  

Далее при фиксированных значениях )0()0(
3

)1(
1 ...,,, nxxx  рассматриваем 

 )0()0(
32

)1(
1 ...,,,, nxxxxf  как функцию одной переменной 2x . 

Находим  )0()0(
32

)1(
1 ...,,,,min

2
n

Dx
xxxxf


. 

Значение 2x , доставляющее минимум, обозначим через )1(
2x , получаем: 

   )0()0(
3

)0(
2

)1(
1

)0()0(
3

)1(
2

)1(
1 ...,,,,...,,,, nn xxxxfxxxxf   

и т.д. После (n–1) шагов: 
   )0()1(

2
)1(

1
)1()1(

1 ...,,,...,, nn xxxfxxf  .  

В результате n шагов покоординатного спуска происходит переход из 

начальной точки  )0()0(
1

)0( ...,, nxxx   в точку  )1()1(
1

)1( ...,, nxxx  . Если при 

этом оказывается, что    )0()0(
1

)1()1(
1 ...,,...,, nn xxfxxf  , то начальная точка )0(x  

доставляет минимум функции  xf . Если    )0()1( xfxf  , то выполняются 
следующие n шагов покоординатного спуска, при этом за начальную точку 
принимается )1(x . В результате получаем )2(x  такую, что    )1()2( xfxf  , и 
т.д. Этот процесс продолжается до тех пор, пока не выполнится какое-либо 
условие окончания процесса, например: 

,)()( )()1(  kk xfxf  (18) 

где   – заданная точность. 
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Таким образом, метод покоординатного спуска сводит задачу о нахож-
дении наименьшего значения функции многих переменных к многократ-
ному решению одномерной задачи оптимизации по каждой компоненте век-
тора x. 

 

4.1.2.2. Прямой поиск, или метод Хука и Дживса 
(метод конфигураций) 

Алгоритм метода прямого поиска включает два этапа: 
1) исследующий поиск вокруг базисной точки, который используется 

для выбора направления минимизации; 
2) поиск по образцу, включающий в себя минимизацию по выбранному 

направлению. 
Вычислительная схема имеет следующий вид: 
1. Задается начальное значение вектора )0(x  и начальное приращение 
)0(x , вычисляется  )0(xf . 
2. В циклическом порядке изменяется каждая переменная на выбран-

ном значении )0(x , пока все переменные не будут изменены. При этом 

если    )0()0()0(
1

)0()0()0(
1

)0(
1 ,,,,, xfxxxxxxf niii    , то для вектора пер-

вого приближения )1(x  принимаем )0()0()1(
iii xxx  , иначе )0()1(

ii xx  .  
То есть на каждом сдвиге по переменной xi значение целевой функции 

сравнивается с ее значением в предыдущей точке. Если целевая функция 
уменьшается на этом шаге, то ее старое значение заменяется на новое, ис-
пользуемое при последующих сравнениях. 

3. Осуществляется поиск по образцу: эффективные изменения перемен-
ных определяют некоторый вектор в пространстве x , т.е. вектор 
  ,,,0,,,,0, ji xx  , у которого ненулевые компоненты распо-

ложены на местах, соответствующих номерам переменных, изменение ко-
торых привело к уменьшению целевой функции.  

Вектор x  указывает направление минимизации. Следует продолжить 
движение по этому направлению, выполнив один или несколько шагов (до 
тех пор, пока функция не перестанет убывать). 

4. Далее опять используется исследующий поиск. 
5. Успех поиска по образцу оценивается только после очередного иссле-

дующего поиска. 
Если функция не уменьшается в результате исследующего поиска, то 

уменьшают значение шага x  и снова проводят исследующий поиск. Такой 
процесс повторяют до выполнения условия x , где ε – константа, зада-

ющая точность поиска минимума. 
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4.1.2.3. Комплексный поиск Бокса 

Для реализации метода комплексного поиска Бокса используется следу-
ющий алгоритм: 

1. Строится многогранник с 2n вершинами (комплекс), для чего выбира-
ется 2n точек из пространства nE  по формуле 

iiiiiiii uxlnilurlx  ,2,,2,1,)0(  , (19) 

где      1 2 1 2 1 2, , , , , , , , , , ,i i i iп i i i iп i i i iпx x x x l l l l u u u u     , ir  – диаго-

нальная матрица псевдослучайных чисел, равномерно распределенных на 
интервале  1,0 . 

2. Целевая функция вычисляется в каждой вершине, и вершина, в кото-
рой )(xf  имеет наихудшее значение, заменяется новой вершиной, находя-
щейся на прямой, проходящей через наихудшую вершину и центр тяжести 
оставшихся точек.  
Координаты центра тяжести можно определить по формуле 

,
12

1 2

1

)( 






 


 


n

i
hjij

k
cj xx

n
x  (20) 

где j – номер координаты вектора xi; 
i – номер точки; 
h – номер удаляемой точки. 
Координаты новой точки определяются по формуле 

,2,,2,1),( )()1( njxxxx k
hjcjcj

k
hj   (21) 

где 1  – коэффициент отражения (например, 3,1 ). 
3. Если значение )(xf  в найденной новой вершине остается наихуд-

шим, то она заменяется другой, расположенной на расстоянии, равном по-
ловине расстояния от новой вершины до центра тяжести. (Если нарушается 
ограничение iii uxl  , то новая вершина также передвигается на половину 
расстояния к центру тяжести.) 

4. Поиск продолжается до тех пор, пока многогранник не будет стянут 
в центр тяжести (в пределах заданной точности). 

 

4.1.2.4. Повторяющийся случайный поиск 

Метод случайного поиска представляет собой выбор наилучшего 
направления минимизации из многих возможных, получаемых случайным 
путем, и переход к новой точке с минимальным значением функции в этом 
направлении. 

Алгоритм метода. 
1. Задается начальная точка )0(x . 
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2. Строится случайная траектория из последовательности шагов по 
формуле  

 











 )(

)(

)(
)()()1( 1 k

k

k
kkk r

z

z
xx ,  

где )(k  – числовой параметр, увеличивающийся при удачном и уменьша-
ющийся при неудачном шаге (можно начать с 1)(  k ); 

 – числовой параметр, изменяемый в процессе поиска (можно при-
нять 5,0 ); 

)(kz  – вектор «предыстории», учитывающий среднее направление по-
иска на предыдущих шагах: 

   )()()1()()1( 1 kkkkk sxxzz   ; 
)(kr  – единичный вектор, компоненты которого определяются случай-

ным образом с помощью генератора псевдослучайных чисел на 
интервале [0, 1], а затем весь вектор нормируется (делится на 
длину); 

)(ks  – вектор масштабных множителей ( 1)( ks ); 
 – постоянный весовой множитель  = 0,5. 

3. Вектор )1( kx  будет принят или отвергнут в зависимости от того, вы-
полняется или нет неравенство    )()1( kk xfxf  .  Если )1( kx  принят, то 

  )()1( kk , если нет, то 1,
)(

)1( 



 
k

k , например 3,1 . 

 

4.2. Методы первого порядка 

Рассмотрим методы поиска, в которых наряду со значениями функции 
используется и ее градиент.  

Напомним, что градиент функции  xf  в точке  ( ) ( ) ( ) ( )
1 2, ,...,k k k k

пx x x x  

определяется формулой 
        ( )

1 2

( ) , , ...,

T
k k k

k

n

f x f x f x
f x

x x x

   
  
   
 

.  

Вектор )( )(kxf  или  xfgrad  ортогонален линиям уровня 
const)(  cxf ; его направление совпадает с направлением наибольшего 

возрастания функции )(xf  в заданной точке. Следовательно, вектор 
 )(grad xf , противоположный градиенту и называемый антиградиентом, 
направлен в сторону наискорейшего убывания функции (наискорейшего 
спуска). В точке минимума функции 0)(grad xf . 
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4.2.1. Метод градиентного спуска 

Идея метода градиентного спуска состоит в следующем. Выбираем не-
которую начальную точку и вычисляем в ней градиент рассматриваемой 
функции. Делаем шаг в направлении антиградиента. В результате приходим 
в точку, значение функции в которой обычно меньше первоначального. 
Если это условие не выполнено, т.е. значение функции не изменилось либо 
даже возросло, то нужно уменьшить шаг. В новой точке процедуру повто-
ряем: вычисляем градиент и снова делаем шаг в обратном к нему направле-
нии. Процесс продолжается до получения наименьшего значения целевой 
функции. Момент окончания поиска наступит тогда, когда движение из по-
лученной точки с любым шагом приведет к возрастанию целевой функции. 

Определим итерационный процесс: 
)()()()()()1( kkkkkk sxxxx  ,  

где  ( ) ( ) ( )k k kx s    
– 

шаг минимизации; 

)(k  – скаляр; 
)(ks  – единичный вектор в направлении минимизации, 

 
  .

)(

)(
)(

k

k
k

xf

xf
s




  

Следовательно, 
 

 )(

)()(
)1(

k

kk
kk

xf

xf
xx




 . (22) 

Поскольку один шаг в направлении наискорейшего спуска в общем слу-
чае не приводит в точку минимума )(xf , формула (19) должна применяться 
многократно до тех пор, пока не будет достигнут минимум. В точке мини-

мума    )(kxf . 

Процедура поиска может закончиться в стационарной точке (в которой 
  0)(  kxf ) различного типа. Поэтому иногда следует определять, является 

ли данная точка точкой локального минимума (т.е. решением) или седловой 
точкой. Если это седловая точка, то необходимо выйти из нее, применив ка-
кой-либо метод нулевого порядка, после чего минимизация может опять 
продолжаться градиентным методом. Тип стационарной точки можно опре-

делить с помощью матрицы Гёссе    
















ji

k
k

xx

xf
xf

)(2
)(2 : если эта матрица 

является положительно-определенной, то имеем точку минимума, иначе 
стационарная точка является седловой.  
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Критерий окончания поиска основывают: 
a) на значении )(xf  (когда уменьшение функции не происходит ни в 

одном направлении); 
b) на значении  )(kxf  (когда вектор  )(kxf  близок к 0): 

    )1(kxf ,  

где   – заданная точность, 

   


















n

i i

k
k

x

xf
xf

1

2)1(
)1( ;  

c) на комбинации значений )(xf  и  )(kxf . 

Важным вопросом является выбор величины шага )(k . Обычно исполь-
зуется один из следующих способов выбора вектора )(k : 

1) const)(  k ; 
2) 0)(  k  при k ; 
3) целевая функция минимизируется по :  

 )()(min kk sxf 


.   

Для этого значение  может быть вычислено из уравнения 
 

0
)()(





d

sxdf kk

. Минимум функции  )(min kxf


 можно определить также 

каким-либо численным методом.  
Имеет место следующая теорема сходимости градиентного метода 

минимизации. 
Если )(xf  – выпуклая функция, имеющая производные до 

третьего порядка, то метод наискорейшего спуска сходится из 
любого начального приближения. 

 
При использовании градиентного спуска в задачах оптимизации основ-

ной объем расчетов приходится обычно на вычисление градиента целевой 
функции в каждой точке траектории спуска. Поэтому целесообразно умень-
шить количество таких точек без ущерба для самого уравнения. Это дости-
гается в методе наискорейшего градиентного спуска (рис. 7) следующим об-
разом. После определения в начальной точке направления, противополож-
ного градиенту целевой функции, делают не один шаг, а несколько, продол-
жая двигаться в этом направлении, пока целевая функция убывает, таким 
образом достигая минимума по направлению в некоторой точке. В этой 
точке снова определяют направление спуска (с помощью антиградиента) и 
ищут новую точку минимума целевой функции и т.д. В этом методе спуск 
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происходит гораздо более крупными шагами, и градиент вычисляется в 
меньшем числе точек.  

 
Рис. 7.  Иллюстрация метода наискорейшего градиентного спуска 

 

4.2.2. Метод сопряженного градиента Флетчера — Ривса 

Пусть nnQ   – положительно-определенная матрица; тогда, если для век-

торов  )()(
1

)( ...,, k
n

kk sss   и  )1()1()1( ...,,   k
n

kk sss  выполняется равенство 

0)( )1()(   Tkk sQs , то векторы )(ks  и )1( ks  называются сопряженными по 
направлению. 

Известно, что использование сопряженных направлений на каждом 
шаге минимизации приводит к хорошему результату. При этом в качестве 
матрицы Q  при вычислении сопряженных направлений применяется мат-

рица Гёссе f2 . 
Известен следующий алгоритм метода сопряженного градиента Флет-

чера – Ривса для минимизации функции (рис. 8): 
1) задается точка )0(x ; 
2) вычисляется )( )0()0( xfs  ; 

3) на k-м шаге с помощью одномерного поиска в направлении )(ks  нахо-
дится минимум функции )(xf , что определяет точку )1( kx ; 

4) вычисляются )( )1( kxf  и )( )1(  kxf ; 

5) направление поиска )(ks  определяется по формуле 

,)( )0(
0

)1()1( sxfs kk    (23) 

где 
2)(

2)1(

0

)(

)(

k

k

xf

xf








; 
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6) после  1n -й итерации (при nk  ) процедура циклически повторя-

ется с заменой )0(x  на )1( nx : 

,)1()()1()2(   kkkk sxx  (24) 

где )(k  – шаг; 
7) алгоритм заканчивается, когда )(ks , где  – произвольная малая 

величина. 
Замечание. Выбор величины шага )(k , как и в других градиентных ме-

тодах, возможен одним из следующих способов: 1) const)(  k ; 2) 0)(  k
 

при k ; 3) целевая функция минимизируется по :  )()(min kk sxf 


.  

 

 
 

Рис. 8. Иллюстрация метода сопряженных градиентов 

 

4.3. Методы второго порядка 

Если целевая функция дважды дифференцируема в Rn, то для поиска 
точки минимума можно использовать не только градиент функции, но и 
матрицу Гёссе, повышая скорость сходимости итерационного процесса. 
Наиболее «мощными» и точными среди таких методов минимизации явля-
ются методы ньютоновского типа, классическим среди которых является 
метод Ньютона. 
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4.3.1. Метод Ньютона 

Если частные производные минимизируемой функции приравнять к 0 и ре-
шать полученную систему нелинейных уравнений методом Ньютона, 
можно получить следующую схему минимизации: 

    )(1)(2)()1( kkkk xfxfxx 
 , (25) 

где   

     

     

     
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



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



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
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
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


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xf
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xf

xx

xf
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xf
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xf
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xf
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xf
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)(2
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)(2
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)(2

11

)(2

)(2

...

......................
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.............
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.  

Итерационную схему метода Ньютона можно также получить следую-
щим путем. Представим  )1( kxf  в виде ряда Тейлора для функции n пере-

менных до 2-го порядка (квадратичная аппроксимация) в точке )(kx : 

          
  .

2

1

2)(

)()(2)()()()()1(

k

kkTkkkTkk

xO

xxfxxxfxfxf



 
 (26) 

Определим наилучшее направление x  путем дифференцирования 
 )1( kxf  по каждой компоненте x  и приравнивания к нулю полученных 

выражений: 

    .0 )()(2)( kkkT xxfxf   

Это приводит к выражению  

    )(1)(2)( kkk xfxfx 


, (27) 

или 

    .)(1)(2)()1( kkkk xfxfxx 
  (28) 

 
 
Заметим, что здесь и направление, и величина шага точно определены. 

Примечательно, что такая схема минимизации решает задачу нахождения 
минимума квадратичной формы с любого приближения за один шаг. Но в 
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случае общей нелинейной целевой функции нельзя достичь минимума )(xf  
за один шаг; поэтому вместо уравнения (28) используют следующую схему: 

    
    )(1)(2

)(1)(2
)()()1(

kk

kk
kkk

xfxf

xfxf
xx









 . (29) 

Сложность метода заключается в определении )(k  (аналогично методу 
Ньютона при решении СНАУ),  в вычислении и обращении матрицы Гёссе. 

 

Методические рекомендации к теме 4 

Знать особенности методов минимизации нулевого, первого и второго 
порядков, иметь представление о влиянии шага на точность и скорость ре-
шения задачи нахождения оптимума. Знать преимущество методов миними-
зации, использующих производные функции, перед методами, не использу-
ющими производные. 

Уметь составлять блок-схемы алгоритмов методов безусловной мини-
мизации и реализовывать их на языке программирования. 

Уметь отвечать на контрольные вопросы по теме и решать поставленные 
задачи. 

 

Контрольные вопросы и задания 

1. Приведите характерные отличия методов минимизации нулевого, 
первого и второго порядков. 

2. Влияет ли шаг в методе перебора на точность, на скорость решения 
задачи нахождения оптимума? 

3. Если отрезок ],[ ba  содержит внутреннюю точку c, то какое условие 
называется золотым сечением? 

4. Всегда ли метод золотого сечения гарантированно дает решение? 
5. В чем преимущество методов минимизации, использующих 

производные функции, перед методами, не использующими производные? 
Обоснуйте на примере. 
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5. ЭЛЕМЕНТЫ НЕЛИНЕЙНОГО ПРОГРАММИРОВАНИЯ 

Напомним общую формулировку задачи нелинейного программирова-
ния (ЗНП). 

Найти оптимум (минимум или максимум) некоторой целевой функции  

nxx
nxxf

...,,
1

1

min)...,,(   

при заданных ограничениях на переменные  nxxx ,,, 21   в виде равенств и 
неравенств: 








.,0)...,,(

;,0)...,,(

1

1

Llxx

Iixx

nl

ni  

Здесь  f,  Φi,  Φl  –  в общем случае нелинейные функции. 
 

5.1. Метод множителей Лагранжа 

Это один из немногих аналитических методов решения ЗНП, позволяю-
щий в ряде случаев найти точное решение задачи с ограничениями типа ра-
венств. Рассмотрим его на примере решения ЗНП с двумя переменными x, y 
и одним ограничением, заданным в виде равенства: 











.0),(

;min),(
,

yx

yxfz
yx  

Может возникнуть три случая решения: 

1) Пусть равенство 0),(  yx  можно преобразовать к виду )(xy  . 
Тогда  )(, xxfz  , и задача сводится к задаче на нахождение минимума 
функции одной переменной. 

2) 0),(  yx  можно преобразовать к параметрическому заданию: 

)(),( tmxtny  . Тогда  )(),( tntmfz   – также задача на нахождение ми-
нимума функции одной переменной. 

3) 0),(  yx  не преобразуется ни к первому, ни ко второму виду. Вы-
числим полную производную функции z по переменной x (считая y завися-
щей от x): 

.xyx yff
dx

dz   

Так как xyx y
dx

d 


, а 0


dx

d
, то 

y

x
xy




  и .
y

x
yx ff

dx

dz


  
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В точке экстремума 0
dx

dz
, следовательно, 

0



y

x
yx ff

  
или  









y

y

x

x
ff

,   

где   – некоторая константа. 
Получили систему уравнений: 

   
   
 













,0,

,0,,

,0,,

yx

yxyxf

yxyxf

yy

xx

 

откуда находим искомые значения x, y, т.е. точку, подозрительную на экс-
тремум. 

Если ввести следующее обозначение: 

     ,,,, yxyxfyx   

то систему можно записать в более удобной форме: 

,

.0

0

,0
















y

x

 

Заметим, что после определения точки, подозрительной на экстремум, 
выяснить, является ли эта точка точкой минимума, максимума или стацио-
нарной точкой, можно, как правило, после дополнительного анализа пове-
дения целевой функции в окрестности найденной точки. 

 

5.2. Метод штрафных функций 

Рассмотрим задачу нелинейного программирования в виде ,min)(
X

Xf   

 nxxxX ...,,, 21  при ограничениях  

  ....,,2,1,0 miXi   

Введем в рассмотрение функцию  t  
(рис. 7), удовлетворяющую следующим 
условиям: 

 
 
   

  .lim

,0при

,0при0

,0при0

1212








t

tttt

tt

tt

t    

 
Рис. 7. Функция (t) 
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Функция    



m

i
ii xrRX

1

)(, , где  mrrrR ...,,, 21 , 0ir , называ-

ется штрафной функцией.  
Нетрудно заметить, что   0,  RX  при выполнении ограничений и 

  0,  RX  при их невыполнении.  
Идея метода штрафных функций заключается в преобразовании за-

дачи нелинейного программирования по минимизации функции с ограниче-
ниями к решению последовательности задач безусловного минимума вспо-
могательной функции 

     RXXfX , .  

Очевидно, что при достаточно больших значениях величины ir  
 Xmin  достигается тогда, когда выполнены все ограничения 0 i  и 

функция  Xf  принимает возможно минимальное значение.  
Методы штрафной функции делятся на методы внутренней и внешней 

точки. 
Методы внутренней точки используются тогда, когда заранее из-

вестна точка X(0), для которой выполняются все ограничения 0 i . В этом 
случае в качестве  RX ,  можно выбрать одну из функций: 

   

   .
1

,

,ln,

1

)(
2

1

)(
1














m

i i

k

m

i
i

k

X
rRX

XrRX

 (30) 

 
Алгоритм метода внутренней точки 

1. Задать начальную точку x(0) из области допустимых значений целевой 
функции и малое число  > 0 – точность решения. 

2. Выбрать начальное значение вектора  0)0(
2

)0(
1

)0( ...,,, mrrrR   так, чтобы 

компоненты его были сравнимы со значением функции  )0(xf . Принять 
0k . 
3. Составить вспомогательную функцию      RXXfX , . 

4. Найти точку )( )(* krx  безусловного минимума функции )(X  с помо-
щью какого-либо метода минимизации нулевого, первого или второго по-
рядка. В качестве начальной точки взять )(kx . Вычислить штрафную функ-
цию  )()(* ),( kk rrx . 
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5. Проверить условие окончания: если достигнута требуемая точность 
   )()(* ),( kk rrx , процесс поиска закончить: 

   )( )(** krxfxf  .  

В противном случае изменить значения вектора R: )()1( kk crr  , где 1c
; принять 1),( )(*)1(  kkrxx kk  и перейти к шагу 3. 

Метод внешней точки необходимо использовать, когда начальные при-
ближения )0(

2
)0(

1 , xx , для которых ограничения выполняются, неизвестны. В 
качестве  Χ,R  в этом случае можно принять, например, функцию 

   



m

i
ii

k XXrX,R
1

2)( .)()(  (31) 

Алгоритм метода внешней точки аналогичен алгоритму метода внутрен-
ней точки. 

 

5.3. Седловая точка для задачи нелинейного  
программирования 

Рассмотрим задачу на отыскание минимума функции  nxxxF ,,, 21   
при заданных ограничениях: 

 












....,,2,1,0

;,,1,0)...,,(

);...,,(min

1

1
...,,1

lkx

mjxx

xxF

k

n

i

nj

n
xx

  

Построим функцию Лагранжа аналогично функции Лагранжа для реше-
ния задач выпуклого программирования. Для этого введем в рассмотрение 
вектор 

  mjyyyyΥ jm ...,,2,1,0,...,,, 21   

и определим функцию  

.)()(),(
1




m

j
jj xyXFYXL  (32) 

Точка * * * *
1 2( , , ..., )nX x x x  называется точкой Куна – Таккера для задачи 

нелинейного программирования, если существует точка * * * *
1 2( , , ..., )mY y y y , 

* 0,jy   для которой выполняются следующие условия: 
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* *1) ( , ) 0
i

L
X Y

x





 для ;0ix  

* *2) ( , ) 0
i

L
X Y

x





 для ;0ix  

* * *3) ( , ) 0j
i

L
x X Y

x





 для ;0ix  

* *4) ( , ) 0
j

L
X Y

y





 для ;...,,2,1 mj   

* * *5) ( , ) 0j
j

L
y X Y

y





 для ....,,2,1 mj   

Теорема. 
Если точка *X  является оптимальным решением задачи 

нелинейного программирования, а функции jF  и j  дифферен-

цируемы, то точка *X  является точкой Куна – Таккера задачи 
нелинейного программирования. 

 

Методические рекомендации к теме 5 

Знать отличие задачи нелинейного программирования от задачи линей-
ного программирования, различие методов внутренней и внешней точки, 
уметь составлять условия теоремы Куна – Таккера и решать ЗНП. 

 

Контрольные вопросы и задания 

1. Что такое штрафная функция? 
2. Чем функция внутреннего штрафа отличается от функции внешнего 

штрафа? Укажите способы задания штрафных функций. 
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Рассмотрены численные методы и алгоритмы решения задач математи-
ческого программирования, даны методические рекомендации к освоению 
материала. 

Настоящее учебно-методическое пособие предназначено для усвоения 
лекционного курса по дисциплине «Численные методы и методы оптимиза-
ции», читаемого студентам бакалавриата по направлению 09.03.02 «Инфор-
мационные системы и технологии» Пензенского государственного универ-
ситета архитектуры и строительства, а также тем, вынесенных на самостоя-
тельное изучение.  

Здесь излагаются основные вопросы по элементам линейного програм-
мирования, выпуклого программирования, рассматриваются методы без-
условной оптимизации, методы отыскания экстремумов функций без огра-
ничений и методы численного решения задачи нелинейного программиро-
вания.  

Авторы стремились изложить основной материал этой части таким об-
разом, чтобы он мог служить руководством к решению задач, подготовке к 
коллоквиумам, тестам и зачету.  

Предложенные в данном учебном пособии контрольные вопросы и за-
дания призваны закрепить теоретические основы и способствовать разви-
тию практических навыков, полученных в результате изучения курса «Чис-
ленные методы и методы оптимизации».  

Необходимыми предпосылками для успешного усвоения дисциплины 
являются знания, умения, навыки, компетенции, сформированные у студен-
тов при изучении таких курсов, как математика, дискретная математика, 
дифференциальные уравнения, информатика, вычислительная математика. 

При усвоении данной дисциплины у студентов и слушателей курса фор-
мируются знания о численных методах отыскания экстремумов функций и 
их применимости в профессиональной деятельности, а также умения ис-
пользовать численные методы и методы оптимизации для отыскания точек 
экстремума функций без ограничений и при их наличии.  

Учебное пособие может быть полезным студентам всех направлений, а 
также аспирантам, инженерам и экономистам, желающим быстро овладеть 
основами численного решения задач оптимизации. 
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8. http://www.edu.ru/modules.php?op=modload&name=Web_Links&file=i

ndex&l_op=viewlink&cid=2851 – федеральный портал российского 
профессионального образования: численные методы;  

https://mipt.ru/education/chair/computational_mathematics/study/materials/
compmath/ – кафедра вычислительной математики МФТИ: вычислительная 
математика (3 курс). 
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nR  –  n-мерное евклидово арифметическое пространство 
nR  – множество  принадлежит nR , т.е. является его подмножеством 

x  – x принадлежит множеству , т.е. является его элементом 
x  – длина (модуль), евклидова норма вектора x 

A  – евклидова норма матрицы A 

AT – матрица, транспонированная к матрице A 
Δz – приращение функции z 

 x  или )(grad x  – градиент функции  nxxx ,,, 21   

 xe  – производная функции  по направлению e  
),( ba  – скалярное произведение векторов a и b 

)(min xf
X

, )(max xf
X

 – минимальное и максимальное значения функции 

)(xf  на множестве X 

 xxf min,)(  – задача минимизации функции )(xf  на множестве  

















ji xx

f
xfH(x)

2
2 )(  – матрица Гёссе 

МО – методы оптимизации 
ЗВП – задача выпуклого программирования 
ЗЛП – задача линейного программирования 
ЗМП – задача математического программирования 
ЗНП – задача нелинейного программирования 
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