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ПРЕДИСЛОВИЕ 

Современный учебный план подготовки специалистов – бакалавров, 
инженеров, магистров – по направлению «Строительство» насыщен очень 
большим количеством разнообразных дисциплин. В связи с этим возникла 
потребность оптимизировать учебный курс по теоретической механике 
так, чтобы в компактной форме изложить основные вопросы соответст-
вующего стандарта и, таким образом, создать условия для целенаправлен-
ного усвоения необходимых разделов механики.  

Курс изложен в двух книгах. Теоретическая часть рассмотрена в учеб-
нике «Теоретическая механика. Курс лекций». Практические вопросы и 
разбор задач представлен в «Практикуме по теоретической механике». 

Пособие подготовлено в соответствии с программой изучения дисцип-
лины и направлено на освоение студентами следующих компетенций: 

 способности к самоорганизации и самообразованию; 
 способности выявлять естественнонаучную сущность проблем, воз-

никающих в ходе профессиональной деятельности, привлекать для их ре-
шения соотвествующий физики-математический аппарат; 

 овледения эффективными правилами, методами и средствами сбора, 
обмена, хранения и обработки информации, навыками работы с компьюте-
ром как средством управления информацией. 

При изучении теоретической механики может быть полезна следующая 
дополнительная литература: 

а) для усвоения теоретического материала: 
1. Яблонский А.А., Никифорова В.М. Курс теоретической меха-

ники.Ч.1. М.: Высшая школа, 1984. 
2. Яблонский А.А. Курс теоретической механики. Ч.2. М.: Высшая 

школа, 1984. 
3. Никитин Н.Н. Курс теоретической механики. М.: Высшая школа, 

1990.  
4. Тарг С.М. Краткий курс теоретической механики. М.: Высшая шко-

ла, 1963 и последующие издания. 
б) для практического освоения курса и выполнения заданий: 
Сборник заданий по теоретической механике / Под ред. проф. 

А.А.Яблонского. М., 1968 и последующие издания. 
в) для приобретения навыков решения задач: 
1. Мещерский И.В. Сборник задач по теоретической механике. М., 

1952 и последующие издания. 
2. Бать М.И., Джанелидзе Г.Ю., Кельзон А.С. Теоретическая механика 

в примерах и задачах. Ч.I и II. М., 1961 и последующие издания. 
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ВВЕДЕНИЕ 

Теоретическая механика – это наука о движении материальных тел, т.е. 
перемещениях тел в пространстве относительно друг друга. Движение в 
механике рассматривают в трехмерном евклидовом пространстве по отно-
шению к какой-либо системе отсчета.  

С точки зрения значимости теоретической механики необходимо отме-
тить, что:  

– во-первых, теоретическая механика – это отдельная наука, являю-
щаяся фундаментом современной техники и строительства; 

– во-вторых, теоретическая механика – это ключевая область научного 
прогресса, которая определяет укрепление обороноспособности страны, 
освоение космоса, разработку новых типов транспортных средств. 

Теоретическая механика является основной при изучении таких дисци-
плин, как сопротивление материалов, теория упругости, строительная ме-
ханика, строительные конструкции. 

 

 
 

Теоретическая механика  
как база инженерной подготовки строителя 

 
Основоположником механики как науки считается древнегреческий 

ученый Архимед. Он создал учение о рычаге, ввел понятие «центр тяже-
сти», сформулировал закон о силах, действующих на тело, погруженное в 
жидкость. 

Быстрое развитие механики начинается с эпохи Возрождения. Блес-
тящим представителем этого периода является гениальный итальянский 
художник, физик, механик, инженер Леонардо да Винчи (1451-1519). Он 
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изучал движение падающего тела, движение тела по наклонной плоскости, 
трение, ввел понятие момента силы. 

Николай Коперник (1473-1543) разработал и обосновал гелиоцентри-
ческую систему мира. Кеплер (1571-1630) сформулировал законы движе-
ния планет. 

Наибольший вклад в развитие механики внесли итальянский ученый 
Галилео Галилей (1564-1642) и англичанин Исаак Ньютон (1643-1727). 
Ньютон сформулировал основные законы механики в книге «Математика 
начала натуральной философии», изданной в 1687 г. 

Дальнейшее развитие механики связано с именами таких ученых, как 
Гюйгенс, Даламбер, Эйлер, Лагранж и многие другие. 

Большой вклад в развитие современной механики внесли русские уче-
ные: Н.Е.Жуковский, С.А. Чаплыгин, К.Э. Циолковский, А.Ю. Ишлинский 
и многие другие. 

Курс теоретической механики обычно подразделяют на три раздела: 
1. Статика – раздел, в котором изучается частный случай движения – 

покой. 
2. Кинематика – раздел, в котором рассматривается движение тел без 

учета действующих на них сил. 
3. Динамика – раздел, где изучается движение тел под действием сил. 
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1. СТАТИКА 

Статика – это раздел механики, в котором изучаются методы преобра-
зования систем сил в эквивалентные системы и устанавливаются условия 
равновесия сил, приложенных к твердому телу. Термин «статика» проис-
ходит от греческого слова statike, что означает находящийся в покое. 

В теоретическом курсе статики решаются две основные задачи: 
1. Преобразование заданной системы сил к более простому виду. 
2. Вывод условий равновесия данной системы сил. 

 

1.1. Основные понятия и аксиомы статики 

1.1.1. Основные понятия статики 

1. Абсолютно твердое тело – тело, расстояние между точками кото-
рого не меняется. 

2. Свободное тело – тело, перемещения которого в пространстве ни-
чем не ограничены. 

3. Связь – все то, что ограничивает перемещения данного тела в про-
странстве в том или ином направлении. 

4. Сила – векторная мера механического взаимодействия тел. Сила ха-
рактеризуется: 1) величиной; 2) направлением; 3) точкой приложения.  

Например (рис.1.1): 
1) F=10 кH, 2) 45   , 3) сила 

приложена в точке А.  
5. Линия действия силы – линия, 

по которой направлена сила. 
6. Система сил – совокупность 

действующих на тело сил. 
7. Равнодействующая сила – си-

ла, которая одна заменяет данную 
систему сил. 

8. Эквивалентные системы сил – 
две системы сил называются эквивалентными, если они оказывают на сво-
бодное твердое тело одинаковое действие. 

9. Уравновешенная система сил – система сил, которая не изменяет 
состояние покоя или равномерного прямолинейного движения свободного 
тела. 

10.  Реакция связи – сила, с которой данная связь действует на тело, 
препятствуя его перемещениям. 

 

 

 
Рис. 1.1. Сила как вектор 
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1.1.2. Аксиомы статики 

Вся статика базируется на нескольких аксиомах, из которых получают 
все необходимые следствия и теоремы. Сформулируем эти аксиомы. 

1. Аксиома двух сил. Если тело находится в равновесии под действием 
двух сил, то эти силы равны и противоположно направлены по одной пря-
мой. Такая система сил называется простейшей уравновешенной системой 
сил (рис. 1.2). 

 
Рис.1.2. Простейшая уравновешенная система сил 1 2F F   

2. Аксиома добавления уравновешенной системы сил. Равновесие дан-
ной системы сил не изменится, если к ней добавить или отнять уравнове-
шенную систему сил. 

С л е д с т в и е : силу, не изменяя ее дей-
ствия, можно перенести по линии действия 
в любую точку тела. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть на тело в 
точке А действует сила F . Приложим в не-
которой точке В, находящейся на линии 
действия силы F , уравновешенную систему 
сил 1F  и 1F  . При этом уравнвешенные силы 

направим по линии действия силы F  и 
примем их равными этой силе по величине: 

1 1F F F  . 
Отбросим уравновешенную систему сил 

1F  и F . Получаем, что теперь на тело дей-

ствует сила F , приложенная в точке В. 
3. Аксиома параллелограмма сил. Рав-

нодействующая двух действующих в одной точке сил 1F  и 2F , равна по ве-
личине и направлению диагонали параллелограмма, построенного на этих си-
лах как на сторонах (рис. 1.4): 

1 2R F F  ;  

 
Рис.1.3. Эквивалентное  
перемещение силы  
по линии её действия 
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2 2
1 2 1 22 cosR F F F F      .  

 

 
Рис. 1.4. Определение равнодействующей двух сил  

4. Третий закон Ньютона. Всякому действию одного тела на другое 
соответствует равное и противоположно направленное противодействие. 

5. Аксиома связей. Несвободное тело можно рассматривать как сво-
бодное, если отбросить связи, а их действие заменить действием реакций 
этих связей (рис. 1.5). 
 

 
 

Рис. 1.5. Замена несвободного тела свободным 

6. Аксиома отвердевания. Равновесие деформируемого тела (или сис-
темы твердых тел) не изменится, если его (или ее) считать абсолютно 
твердым. Например (рис. 1.6, 1.7). 

 

 
Рис. 1.6. Статическая эквивалентность  
растянутой нити и жесткого стержня 

а 

б 
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Рис. 1.7. Эквивалентность изменяемой равновесной системы (а)  

и твердого тела (б) 

 

1.2. Плоская система сходящихся сил 

1.2.1. Приведение плоской системы сходящихся сил  
к простейшему виду 

Системой сходящихся сил называют систему сил, линии действия ко-
торых пересекаются в одной точке. 

Пусть все сходящиеся силы лежат в одной плоскости (рис. 1.8,а). Перене-
сем все силы по линиям их действия в т. О (рис. 1.8,б) и последовательно 
сложим по правилу параллелограмма. Получим, что система сходящихся 
сил заменяется одной силой – равнодействующей (рис. 1.8,в). При этом 
равнодействующая равна геометрической сумме слагаемых сил 

1 2 nR F F F   ,  (1.2.1) 

или 

kR F .   (1.2.1) 

а 

б 
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Рис. 1.8. Замена системы сходящихся сил равнодействующей силой 

 
Итак, система сходящихся сил эквивалентна одной силе – равно-

действующей.  
Это же сложение сил можно выполнить по-другому: последовательно 

прикладывая к концу одной силы начало другой (рис. 1.9). 
 

 
Рис. 1.9. Силовой многоугольник, эквивалентный равнодействующей силе 

Спроецируем уравнение (1.2.1) на координатные оси:  

,

.

x кx

y кx

R F

R F

 


 




 (1.2.2) 

Величину равнодействующей найдем через проекции по формуле 

2 2 2 2( ) ( )x y kx kxR R R F F     .  (1.2.3) 

Направление равнодействующей можно определить с помощью на-
правляющих косинусов: 

cos( , ) / , cos( , ) / .x yR i R R R j R R    (1.2.4) 

а б в 
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1.2.2. Условия равновесия плоской системы сходящихся сил 

Очевидно, что для равновесия необходимо, чтобы равнодействующая 
равнялась нулю. В векторном виде 

0R  , (1.2.5) 
или 

0kF  ,   (1.2.6) 

т.е. силовой многоугольник должен быть замкнут.  
Условия равновесия в аналитическом виде, или в виде проекций, на коор-

динатные оси можно записать на основе уравнения (1.2.3). Подкоренное вы-
ражение, содержащее сумму квадратов двух величин, может быть равно 
нулю, если одновременно равны нулю оба слагаемых под корнем, т.е. 

0,

0.

x kx

y kx

R F

R F

  


  




 (1.2.7) 

Итак, уравнения (1.2.7) выражают условия равновесия плоской систе-
мы сходящихся сил в аналитическом виде.  

  

1.3. Теорема о трех непараллельных силах 

Теорема: если тело находится в рав-
новесии под действием трех непа-
раллельных сил, то линии действия этих 
сил пересекаются в одной точке. 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  
Пусть тело находится в равновесии 

под действием трех сил – 1F , 2 3иF F  (рис. 

1.10,а). Перенесем силы 2F  и 3F  в точку 
пересечения их линий действия – точку О. 
Сложим две силы 2 3иF F  (рис. 1.10,б). 

Получаем, что тело находится в рав-
новесии под действием двух сил – 1иF F  
(рис. 1.10, в). Следовательно, по первой 
аксиоме, эти силы направлены вдоль од-
ной прямой. То есть сила 1F  также прохо-
дит через точку О.  

 

 
 Рис. 1.10. Преобразование 

системы трех сходящихся сил 

а 

б 

в 
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1.4. Расчет шарнирных ферм методом вырезания узлов 

1.4.1. Понятие о ферме и терминология 

Шарнирные фермы – это неизменяемые (жесткие) конструкции, обра-
зованные прямыми стержнями, соединенными по концам шарнирами. Если 
все стержни лежат в одной плоскости, ферма называется плоской. Места 
соединения стержней фермы называют узлами. 

 

 
 

Рис. 1.11. Расчетная схема шарнирной фермы  

Все внешние нагрузки к ферме прикладываются только в узлах. Будем 
считать стержни фермы невесомыми, а шарниры идеальными, т.е. без тре-
ния. Тогда можно считать, что на каждый из стержней фермы действуют 
две силы, приложенные к его концам, которые при равновесии могут быть 
направлены только вдоль стержня. Таким образом, стержни таких идеаль-
ных ферм работают только на растяжение или сжатие.  

Все стержни, образующие ферму, разделяются на поясные и решетку. 
Поясными называются стержни, расположенные по внешнему контуру 
фермы. Они подразделяются на верхний пояс, очерчивающий верхнюю 
часть контура фермы, и нижний пояс, очерчивающий нижнюю часть кон-
тура фермы. Узловые шарниры на схемах ферм часто не показывают. 

Решеткой называются внутренние стержни, служащие для соединения 
верхнего и нижнего поясов фермы. В решетке различаются вертикальные 
стержни или стойки и раскосы. 

По характеру очертания контура фермы подразделяются на: 
1) фермы с параллельными поясами, в которых оба пояса образованы 

двумя параллельными прямыми (рис.1.12):  
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Рис. 1.12. Ферма с параллельными поясами 

2) фермы с ломаным поя-
сом (рис. 1.13):  

 
 
 
 
 
 
3) стропильные фермы 

(рис. 1.14):  
 
 
По виду решетки фермы 

подразделяются на: 
1) решетчатые, в кото-

рых решетка состоит из стоек 
или вертикалей и раскосов между ними (рис. 1.11). 

2) раскосные, в которых решетка состоит только из наклонных 
стержней (см. рис. 1.12); 

3) с полураскосной решеткой (рис. 1.15) (в панели вместо одного 
длинного раскоса делается два полураскоса): 

 

 
Рис. 1.15. Полураскосная ферма 

Все рассмотренные фермы известны под названием простых ферм, они 
получаются путем последовательного построения многоугольника из тре-
угольников. 

 

Рис. 1.13. Ферма с ломаным поясом 

 

Рис. 1.14. Стропильная ферма 
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Зависимость k = 2n – 3 между числом шарниров п и числом стержней k 
устанавливает число возможных уравнений равновесия, необходимых для 
определения связевых усилий между шарнирами.  

Если число стержней k < 2n – 3, то это соотношение показывает, что число 
стержней, служащих связью между шарнирами, меньше, чем это нужно для 
обеспечения неподвижности п шарниров; следовательно, ферма изменяема. 

Примером изменяемой системы служит четы-
рехугольник, в котором k=4, 4 < 24–3=5  
(рис. 1.16); приведение ее к неизменяемому 
виду может быть сделано путем дополнения 
пятого стержня – диагонали. Такая неизменя-
емая статически определимая система (k=5) 
приведена на рис. 1.17. Введение второй диа-
гонали (рис. 1.18) будет служить только для 

лишнего закрепления и без того неизменяемой системы. Однако теперь 
число стержней k < 2n – 3, а число уравнений, необходимых для определе-
ния равновесия усилий в ферме, не изменится, и их будет недостаточно для 
определения усилий во всех стержнях. 

 
 

  
Рис. 1.17. Неизменяемая статически 

определимая система 
Рис. 1.18. Неизменяемая статически 

неопределимая система 

 
 
 

1.4.2. Применение теоремы о трех силах  
к определению реакций опор ферм 

Если на ферму действует одна внешняя сила, опорные реакции можно 
определить с помощью теоремы о равновесии трех непараллельных сил 
(рис. 1.19) – , AP R  и BR . 

Определим реакции в опорах. Так как опора А – подвижная, то линия 
действия AR  известна, она направлена перпендикулярно основанию опоры 
А. Направление BR  определим по теореме о трех силах – она направлена из 
т. В в точку пересечения сил линий действия AR  и Р – точку С. 

 
Рис. 1.16. Изменяемая 

система
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Рис. 1.19. Расчетная схема фермы 

Строим замкнутый силовой треугольник (рис. 1.20). Его построение 
начнем с силы Р. 

 

а  б 

 
Рис. 1.20. Силовой треугольник  

Из подобия силового многоугольника треугольнику CDE находим 
опорные реакции RA и RB: 

;A BP R R

CE DE CD
    

5
2, , ;

4 2

a
EC a CD a ED    

5
42 3,535 кH, 7,906 кH.

2 2
A B

a P aP
R R

a a


     

А
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Аналитическое определение реакций. Условия равновесия всей фермы 
под действием трех сходящихся сил приведены на рис. 1.21. 

 

 
Рис. 1.21. Равновесие фермы как твердого тела  

tg 0,5;
2

a

a
   arctg0,5 26,565    ;  

sin 0,447; cos 0,894.     

0, cos45 cos 0,

0, sin 45 sin 0.

KX B

KY B

F P R

F P R

       


      







  

 
cos45 7,07

7,905 кH.
0,894 0,894B

P
R


  


 

 10 0,707 7,905 0,447 3,536 кH.AR       

Далее определяем усилия в стержнях фермы. 
 

1.4.3. Определение усилий в стержнях методом вырезания узлов 

Этим методом удобно пользоваться, если надо найти усилия во всех 
стержнях фермы. Пронумеруем узлы римскими цифрами, а стержни – ара-
бскими. Искомые усилия обозначим 1 2,S S  и т.д. соответственно номеру 
стержня. Отрежем мысленно все узлы со сходящимися в них стержнями от 
остальной фермы. Действие отброшенных частей стержней заменим сила-
ми, которые будут направлены вдоль соответствующих стержней и чис-
ленно равны искомым усилиям 1 2,S S … 
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Изображая силы «вырезанного» узла на рисунке, направляем их от уз-
лов, т.е. считая все стержни растянутыми. Если в результате расчета вели-
чина усилия в каком-нибудь стержне получается отрицательной, это озна-
чает, что данный стержень не растянут, а сжат.  

Для сил, сходящихся в каждом узле, составляем уравнение равновесия 

0, 0кх кyF F   .  

Первым вырезается тот узел, в котором сходится не более двух стерж-
ней. 

Начинаем с узла I: 

2 2

1 1

0, sin 45 0, 0.

0, 0, 3,535 кH.

kx

ky A A

F S S

F R S S R

   

       



 

Зная S1, переходим к узлу II: 

3

1 4

4 1

0, 0.

0, 0.

3,535 кH.

kx

ky

F S

F S S

S S

 

   

  


  

  
Рис.1.22. Узел I Рис. 1.23. Узел II 

Дальнейший расчет (узел III, узел IV и т.д.) производим аналогично. 

  
Рис.1.24. Узел III Рис.1.25. Узел IV 

Порядок вырезания узлов должен быть таким, чтобы в рассмат-
риваемом узле было не более 2 неизвестных усилий.  
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Если в узле, не загруженном внешними силами, сходятся три стержня, 
из которых два направлены вдоль одной прямой, то усилие в третьем 
стержне равно нулю (например, S3=0 узел II). 

Расчет методом вырезания узлов может производиться графически в 
той же последовательности. Для этого, отсекая от фермы каждый из ее уз-
лов, находят усилия в стержнях и строят соответствующие замкнутые си-
ловые многоугольники. Построения производятся в определенном масшта-
бе (рис. 1.26, 1.27, 1.28). 

 

   
Рис. 1.26. Векторный 
многоугольник  

для узла I  1 AS R   

Рис. 1.27. Векторный 
многоугольник для уз-

ла II  4 1S S  

Рис. 1.28. Векторный  
многоугольник для узла III 

0
1

0
1

0
1

0; 0;

0; 0;

0; 0.

n

i i
i

n

i i
i

n

io
i

X X X

Y Y Y

M M








   


   



  


 

 

 

  
Значение усилий определяется измерением соответствующего отрезка 

в силовом многоугольнике. Знак усилия находится сравнением направле-
ния вектора на силовом многоугольнике и на исходном вырезанном узле. 
Если направление совпадает – знак «+», не  совпадает – знак «–». 

Окончательные результаты расчета сводятся в таблицу (табл. 1.1). 
 

Т а б л и ц а  1 . 1  
 

Таблица усилий в стержнях фермы 

№ стержня 1 2 3 4 … п 
Усилия, кН -3,535 0 0 -3,535   
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1.5. Система параллельных сил 

1.5.1. Параллельные силы, направленные в одну сторону 

Пусть 1F  и 2F  параллельные силы, приложенные в точках А и В, при-
чем F1>F2 (рис. 1.29). Приложим в точках А и В уравновешенную систему 
сил 1 2иP P  ( 1 2P P  ). 

 
Рис. 1.29. Сложение параллельных сил, направленных в одну сторону 

Сложим силы 1 1иP F , а также 2 2иP F . Получим силы 1 1 1Q F P   и 

2 2 2Q F P  . Перенесем силы 1 2иQ Q  в точку пересечения их линий дей-

ствия О и разложим их на прежние составляющие. Отбросим силы 1P  и 2P  

как взаимно уравновешенные и сложим силы 1 2иF F . 1 2,R F F   и 

1 2,R F F   

Перенесем полученную силу R  по линии ее действия в точку С, лежа-
щую на пересечении линии действия этой силы с отрезком АВ. Таким об-
разом, система параллельных сил заменяется одной силой – равнодейст-
вующей. Величина равнодействующей равна сумме модулей слагаемых 
сил.  

Определим местоположение точки приложения равнодействующей – 
точки С. 

~AOC KOL  ,  

~COB MON  .  

Из подобия треугольников следует: 

 
1 1

AC OC

P F
 , (1.5.1) 

 
2 2

BC OC

P F
 , (1.5.2) 
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или  

1 1

2 2

,

.

P OC F AC

P OC F BC

   
   

 (1.5.3) 

Выражая из обоих уравнений ОС и приравнивая полученные правые 
части, запишем 

1 2 ,F AC F BC    (1.5.4) 

или  

1

2

.
F BC

F AC
   (1.5.5) 

Т.е. точка приложения равнодействующей делит отрезок между силами 
в соотношении, обратно пропорциональном к этим силам. 

  

1.5.2. Параллельные силы, направленные в противоположные стороны 

Примем для определенности 1 2F F . Пусть сила 1F  приложена в точке 

В, а сила 0M r F   – в точке А (рис. 1.30). 
 

 
Рис. 1.30. Сложение параллельных сил,  

направленных в разные стороны 

Приложим в некоторой точке С, лежащей на продолжении прямой АВ 
со стороны большей силы, уравновешенную систему сил иR R . Пусть 
уравновешенные силы по величине составляют:  

 2 1R F F  , (1.5.6) 

а положение точки С приложения иR R  подчиняется соотношению  

2

R AB

F BC


 . (1.5.7) 

Силы 2иR F  можно заменить их равнодействующей F3:  
F3=R’+ F2= F1– F2+ F3= F1; причем сила F3, согласно соотношению (1.5.7), 
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должна быть приложена в точке В. Силы 3 1иF F  образуют уравновешен-
ную систему сил, которую отбросим. 

Преобразуем соотношение (1.5.7): 

 1 2

2

F F AB

F BC


 ,   или 1

2

1 ,
F AB

F BC
    

или 1

2

.
F AB BC

F BC BC
    

Окончательно получим: 

 1

2

F AC

F BC
 . (1.5.8) 

Итак, данная система сил заменяется одной силой R  – равнодей-
ствующей. Величина равнодействующей равна разности слагаемых сил. 
Равнодействующая направлена в сторону большей силы, а положение точ-
ки ее приложения – точки С – подчиняется соотношению (1.5.8). 

  

1.5.3. Теория пар сил на плоскости 

Свойства пар сил. Парой сил называются две равные, противоположно 
направленные параллельные силы, не лежащие на одной прямой (рис. 1.31). 

 

 ,F F F F    

Рис. 1.31. Пара сил 

 
Основные свойства пар сил: 
1) пара сил не имеет равнодействующей; 
2) действие пары сил на свободное тело сводится к вращательному эф-

фекту; 
3) под действием пары сил свободное тело не может находиться в рав-

новесии. 
Момент силы. Момент пары сил. Моментом силы относительно точки 

на плоскости (рис. 1.32) называется алгебраическая величина равная про-
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изведению модуля силы на плечо. Плечо – это перпендикуляр, опущенный 
из точки на линию действия силы. 

( )AM F F h   . (1.5.9) 

Примем следующее правило знаков: момент относительно точки на 
плоскости считается положительным, если его вращательный эффект на-
правлен против часовой стрелки. В противном случае момент отрицателен.  

 
Рис. 1.32. Момент силы относительно точки на плоскости 

Момент пары сил относительно любой точки плоскости, в которой ле-
жит данная пара, есть величина постоянная и равная произведению модуля 
одной из сил на кратчайшее расстояние между этими силами. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Запишем момент пары сил относительно произ-
вольной точки плоскости О (рис. 1.33): 

 0 1 1( , ) ( )M F F F h F h d      1F h Fh Fd Fd    .  

 
Рис. 1.33. Момент пары сил на плоскости 

Итак, момент пары сил 

( , ) .OM F F Fd    (1.5.10) 

Теорема об эквивалентности пар сил. Пару сил, не изменяя оказывае-
мого ею действия, можно заменить другой парой, лежащей в той же плос-
кости и имеющей тот же момент. 
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Пусть иF F   – пара сил с моментом M=Fd. 

Приложим уравновешенную систему сил ( , )M F F   так, как это по-

казано на рис. 1.34. Сложим и ; и .P F P F   Силы иQ Q  образуют но-

вую пару сил. Перенесем силы иQ Q  по линиям действия в другое место 
плоскости. Мы получили новую пару сил, эквивалентную заданной: 

 ( и )Q Q ~  ( и )F F  .  
( , )M F F Fd  , (1.5.9) 

( , ) sin ( , )
sin

F
M Q Q Qh d Fd M F F      


, (1.5.10) 

так как  

, sin
sin

F
Q h d   


.  

 

 
 

Рис. 1.34. Преобразование пары сил 

 
С л е д с т в и я : 
1) у пары сил можно как угодно изменять величину плеча и сил, остав-

ляя при этом момент постоянным. 
2) пары сил статически эквивалентны, если их моменты равны (если 

обе пары сил лежат в одной плоскости). 
Сложение пар сил. Пусть 1 1иF F , '

2 2иF F , 3 3иF F   – три пары сил с 

моментами М1, М2, М3 (рис. 1.35). 
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Рис. 1.35. Сложение пар сил в плоскости 

 
Приведём все пары к одному плечу h: 

 1 2 3
1 2 3; ; .M M M

P P P
h h h

    

Совместим плечи всех пар. Сложив силы 1 2 3, и ,P P P  а также силы 

1 2 3, и ,P P P    получим новую пару сил иP P . При этом 

 1 2 3.P P P P    (1.5.11) 

 Умножим последнее уравнение на h: 

0,

0,

0,

0,

0,

0.

kx

ky

kz

x

y

z

F

F

F

M

M

M


 
 
 
 




. (1.5.12) 

Но 1 1 ,M Ph  2 2 ,M P h  3 3 ,M P h  следовательно, 

1 2 3*М М М М     (1.5.13) 
или  

* kМ М .  (1.5.14) 

Систему пар сил можно заменить одной парой. Момент результирующей 
пары равен алгебраической сумме моментов слагаемых пар. 

Условие равновесия системы пар сил на плоскости. Для покоя тела, 
находящегося под действием плоской системы пар сил, необходимо и до-
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статочно, чтобы алгебраическая сумма моментов пар сил равнялась нулю 
Следовательно, уравнение равновесия системы пар имеет вид 

 0.kМ   (1.5.15) 

 

1.6. Произвольная плоская система сил 

Плоской произвольной системой сил называется система таких сил, 
линии действия которых как угодно расположены в одной плоскости. 

Произведем упрощение этой системы сил и установим для нее условия 
равновесия. Ранее, рассматривая систему сходящихся сил (рис. 1.36,а), мы 
начинали упрощение с того, что переносили их в одну точку. При упроще-
нии параллельных сил (рис. 1.36,б) мы вначале приводили их к сходящим-
ся силам, а затем опять переносили их в одну точку. 

 

 а  б 

 
Рис. 1.36. Сложение сходящихся и параллельных сил 

Очевидно, что и задачу упрощения плоской произвольной системы сил 
было бы проще решать, если бы мы знали способ эквивалентного переноса 
этих сил в одну точку.  

Такой способ переноса сил в одну точку дает следующая теорема. 
 

 

1.6.1. Теорема о параллельном переносе силы 

Теорема: силу можно переносить параллельно самой себе в любую точ-
ку твердого тела, добавляя при этом пару сил, с моментом, равным мо-
менту переносимой силы относительно новой точки приложения. 

Д о к а з а т е л ь с т в о : 
а) пусть на тело действует сила F , приложенная в точке А  

(рис. 1.37,а); 
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б) добавим в точке В уравновешенную систему сил ,F F  , равных по 

величине заданной силе F  и параллельно ей направленных (рис. 1.37,б). 
а б в 

 
Рис. 1.37. Параллельный перенос силы 

Система сил F  и F   образует пару сил с моментом 

  , ( )BM F F M F  . (1.6.1)  

Теорема доказана. 
Систему сил F  и F   называют присоединенной парой, а процесс пе-

реноса силы F  из точки А в точку В – приведением силы F  к заданному 
центру В. 

По теореме об эквивалентности пар сил, пару F  и F   можно заменить 
любой другой парой с моментом  BM F . 

 

1.6.2. Приведение плоской системы сил к заданному центру 

Пусть на тело действует произвольная плоская система сил 1 2, ,..., nF F F  
(рис. 1.38). Назовем точку О центром приведения. Перенесем все силы па-
раллельно в точку О, добавляя соответствующие пары сил. 

 
а б в 

 
 

Рис. 1.38. Упрощение произвольной плоской системы сил 
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Сложим силы, приложенные в точке О, как силы, сходящиеся в одной 
точке. 

1 2
* ... n kF F F F F      .  (1.6.2) 

Сложим пары сил, приложенные к телу: 

         1 2 3

* ...
n k

о о F о F о F о F о F
M M M М M M      . (1.6.3) 

Таким образом, плоская произвольная система сил приводится к одной 
силе *F , называемой главный вектор системы сил, и одной паре сил *

оM , 
называемой главный момент системы сил относительно точки О.  

 
 
 

1.6.3. Частные случаи приведения произвольной плоской системы сил  
к простейшему виду 

Вид, к которому может быть приведена плоская система сил, зависит 
от главного вектора и главного момента. 

I. F*=0, M*0. Данная система сил приводится к одной паре с момен-
том М*. В этом случае величина главного момента не зависит от выбора 
центра приведения (согласно теореме об эквивалентности пар), так как 
иначе мы получили бы, что одна система сил заменяется разными парами, 
что невозможно (момент пары есть величина постоянная и неизменная). 

II. F*0, *
оM =0. В этом случае заданная система сил приводится к одной 

силе – равнодействующей системы сил, равной по величине и направле-
нию её главному вектору и приложенной в центре приведения О. 

III. F*0, M*0. Представим пару сил с моментом М*, двумя силами 
иF F  , с плечом k k kR F u F u F       Причем * *, .F F F F     

Тогда *F  и F  – взаимно уравновешенные силы, и их можно отбросить. 
Таким образом, заданная система сил (рис. 1.39, а) приводится к равно-

действующей (рис. 1.39,б), равной по величине и направлению главному 
вектору системы, и приложенной в точке, отстоящей от центра приведения 

на расстоянии 
*

*

M
h

F
 . 

В ы в о д : плоская система сил может быть заменена в одних случаях 
парой сил, в других – равнодействующей. 

Из частного случая III следует теорема Вариньона: момент равно-
действующей плоской системы сил относительно любой точки, лежащей 
в плоскости действия данных сил, равен алгебраической сумме моментов 
составляющих сил относительно той же точки. 
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а б в 

 
Рис. 1.39. Приведение к равнодействующей 

Д о к а з а т е л ь с т в о : 

 
*

*
*( ) ( ),o o k

M
M F F h F M M F

F
        так как *F F  .  

 

1.6.4. Условия равновесия плоской произвольной системы сил 

Если на тело действует *F  – тело движется ускоренно и прямолинейно, 
если действует *M  – тело ускоренно вращается. То есть силы уравновеши-
ваются, и тело находится в покое только в следующем случае:  

 
*

*

0,

0.о

F

M

 


 
  (1.6.4) 

Или в проекциях на координатные оси:  

 

0

0,

0,

0.

kx

ky

F

F

M

 
 








  (1.6.5) 

Эти уравнения образуют основную форму уравнений равновесия произ-
вольной плоской системы сил. 

2-я форма уравнений равновесия плоской произвольной системы сил: 
0,

0,

0.

A

B

kx

M

M

F


 
 





  (1.6.6) 

Покажем, что эти уравнения образуют достаточное количество уравне-
ний равновесия. 

 Для удовлетворения первых двух уравнений системы (1.6.6) рав-
нодействующая сила должна проходить через точки А и В (рис. 1.40). 
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Рис. 1.40 

 
 Произвольно расположенные на плоскости силы приводятся или к па-

ре сил, или к равнодействующей. Первые два уравнения могут удовлетво-
ряться, если система сил приводится к равнодействующей, проходящей че-
рез точки А и В. (Если система сил приводится к паре, то, так как пары сил 
одинаковы для всех точек системы, * 0оM  , условия равновесия выполня-
ются.) Ось х не перпендикулярна АВ, поэтому равнодействующая должна 
иметь проекцию на ось x. Но третье уравнение системы дает  

0kx хF R  .  (1.6.7) 

Следовательно, R=0. 
3-я форма уравнений равновесия плоской произвольной системы сил: 

0,

0,

0.

A

В

С

M

M

M


 
 





  (1.6.8) 

При этом точки А, В и С не лежат на одной прямой. 
На самом деле, если данная система сил приводится к паре, то * 0оM  . 

Пусть система сил приводится к равнодействующей R . Но сила имеет мо-
мент относительно точки, равный нулю только в том случае, когда она 
проходит через эту точку. Так как точки А, В и С не лежат на одной пря-
мой, то сила R  не может иметь равные нулю моменты относительно всех 
этих точек. Следовательно, она сама должна быть равна нулю. 

П р и м е р  № 1 .  Найти реакции опор бруса с ломаной осью  
(рис. 1.41,а). 

Д а н о : 3 кН/м; 10 кН; 6 кН м.q P M     
Н а й т и : реакции опор. 
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а б  

 
 

Рис. 1.41 

 
Р е ш е н и е . 

4 3 4 12 кНQ q     .  

Отделим тело от связей (рис. 1.41,б). Условия равновесия: 

0; 0,

0 ; 0,

0; 5 9 0.

kx A

ky A

A A

F X P

F Y Q

M M P M Q

   
   


       





 

10 кH,

12 кH,

50 6 108 152 кH м.

A

A

A

X P

Y Q

M

   
 

      
 

Проверка: 
0,

5 9 6 152 50 108 0.
D

A A A

M

M M X Y



         
   

 
 

1.7. Равновесие системы твердых тел 

Рассмотрим задачу о равновесии сочлененной системы материальных 
тел, т.е. совокупности твердых тел, касающихся друг друга своими по-
верхностями или соединенных друг с другом шарнирами, гибкими нитями 
или стержнями (рис.1.42). 
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Рис. 1.42. Системы трех и двух твердых тел 

 
При определении реакций связей системы тел основным является спо-

соб расчленения, при котором наряду с равновесием всей системы тел рас-
сматривается равновесие отдельных тел. При этом все остальные тела сис-
темы и соответствующие связи мысленно отбрасываются, а их действие на 
тело, равновесие которого рассматривается, заменяется реакциями. 

Если возьмем равновесие всей механической системы, то реакции свя-
зей между телами, как силы внутренние, взаимно уравновешенные, не учи-
тываются. При рассмотрении каждого тела в отдельности или какой-
нибудь группы тел, входящих в систему, реакции тех связей, которые были 
мысленно удалены, становятся внешними силами и входят в уравнения 
равновесия. 

П р и м е р . Определить реакции опор составной конструкции  
(рис. 1.43), которая представляет собой трехшарнирную арку. 

 

 
 

Рис. 1.43. Конструкция, состоящая из двух тел 
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Решение. Освобождаем арку от внешних связей. 
 

 
 Рис. 1.44. Вся конструкция с отброшенными внешними связями 

 
Здесь 4 неизвестные силы и 3 уравнения равновесия. 
Рассмотрим равновесие какой-либо одной полуарки. Отбрасываем 

мысленно шарниры А и С вместе с другой полуаркой. 
 

 
 

Рис. 1.45. Конструкция, разделенная на два твердых тела 

Для каждого твердого тела, находящегося под действием произвольной 
плоской системы сил можно составить 3 уравнения равновесия. Для двух 
полуарок – 6 уравнений. Здесь 6 неизвестных реакций, т.е. задача опреде-
ления реакций статически определима. 

Составим уравнения равновесия. При этом используем, например, всю 
конструкцию и левую часть арки. 
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Для всей системы: 

 

1

2

2 1

1) 0, 0;

2) 0, 0;

3) 0, ( ) 0.

kx A B

ky A B

B A

F X P X

F Y Y P

M P d P a Y b c d

   

   

       





 

Для левой части: 

 

2

1

4) 0, 2 0;

5) 0, 0;

6) 0, 0.

С A A

kx A C

A C

M P a X a Y b

F X P X

Y Y Y

     

   

  





 

Решение удобно начать с третьего уравнения, так как оно содержит од-
но неизвестное YA:  

2 1( ) / ( ).AY P d P a b c d       

Далее из второго уравнения получаем: 

2B AY Y P   ;  

из четвертого:  

 2( ) / (2 )A AX Y b P a a    ;  

из пятого: 

1C AX X P  ;  

из шестого: 

C AY Y ;  

и, наконец, из первого: 

1.B AX X P   

 

1.8. Алгоритмизация расчета ферм  методом вырезания узлов 

1.8.1. Традиционный ручной расчет 

Расчет ферм методом вырезания узлов сводится к последовательному 
рассмотрению условий равновесия сил, сходящихся в каждом из узлов 
фермы. 

Рассмотрим в качестве примера ферму, изображенную на  
рис. 1.46. 
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Рис. 1.46. Расчетная схема фермы 

 
Число узлов п = 8. Число стержней т = 13. 
Проверим соотношение 2 3.m n   Получаем: 1 3 = 2  8 – 3. Значит, 

13=13 – соотношение выполняется; следовательно, ферма из треугольни-
ков неизменяема и статически определима. 

Решение, как правило, начинается с определения опорных реакций. 
Составляем уравнения равновесия для фермы в целом: 

1 3 4

1 3 4

1. 0; 0;

2. 0; 0;

3. 0; 4 6,31 12,62 0.

KX A

KY B

B

F X

F Y F F R

M F F R

 

    

       





 

Из 3-го уравнения:  
8 4 6,31

2,63 кH.
12,62BR
 

   

Из 2-го уравнения: 

1 2 4 2,63 3,37 кH.Y      

Проверка: 

8

2 1 1

0,

6,31 8,62 12,62 4 6,31 2 8,62 3,37 12,62

42,48 42,52 0,04.

M

F F Y



           
   


 

 Ошибка вычислений составляет:  

0,04 100
0,09

42,48


  % .  
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Для определения 13 неизвестных внутренних усилий необходимо со-
ставить 13 уравнений равновесия. Для плоской системы сходящихся сил 
уравнения равновесия записываются в виде суммы проекций сил на любые 
две непараллельные оси: 

 
0;

0.

kx

ky

F

F







 

Будем последовательно отделять от фермы один узел за другим, рас-
сматривая условия их равновесия. Начинаем с узла 1, где сходятся два 
стержня, так как из двух уравнений равновесия можно определить только 
два неизвестных усилия. 

У з е л  1 :  

1. 0;

2. 0;

kx

ky

F

F







  1 2

1 2

cos30 0,

sin30 0.

S S

Y S

  


  




 

2 6,74 кHS    (cжат); 

1 5,837 кHS   (растянут). 

У з е л  2 :  

3. 1 40; 0;kxF S S     

4. 30; 0.kyF S   

4 5,837 кH.S   

У з е л  3 :  

5. 6 20; cos45 cos30 0;kxF S S S      

6. 2 3 3 50; sin30 sin 45 0.ky yF S S F S       

4 5,837 кH.S   

Из 6-го уравнения: 

5
3,37 2

1,638 кH.
0,707

S
 

   

Из 5-го уравнения: 

6 6,74 0,866 1,938 0,707 7,207 кH.S         
У з е л  4  и т.д.  

 
Рис. 1.47. Узел 1 

 
Рис. 1.48. Узел 2 

 
Рис. 1.49. Узел 3 
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Четырнадцатое, пятнадцатое и шестнадцатое уравнения, составляемые 
для узлов 7 и 8, служат для проверки результатов. 

Окончательные результаты сводятся в табл. 1.2. 
 Т а б л и ц а  1 . 2  

№ стержня 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 
Усилия, кН 5,84 -6,74 0 5,84 1,938 -7,207 4,0 -3,72 4,555 -7,2 0 -5,26 4,555

 
Усилия в стержнях 7–13 целесообразно проверить самостоятельно. 
Недостаток МВУ – погрешность при вычислении какой-нибудь силы 

отражается на значениях последующих определяемых сил. 
Для определения усилий в стержнях можно не находить предва-

рительно реакции опор, а составить и решить систему из 16 уравнений (по 
два для 8 узлов ), в которых неизвестными будут 13 усилий в стержнях и 3 
опорные реакции. 

 
 

1.8.2. Алгоритмизация расчета для ЭВМ 

Составленные уравнения равновесия могут быть записаны в матричной 
форме:  

AS P ,  

 

где 

1 cos30 0 0 0 0 . . . . 0

0 sin30 0 0 0 0 . . . . 0

1 0 0 1 0 0 . . . . 0

0 0 1 0 0 0 . . . . 0

0 cos30 0 0 cos45 1 0 . . . 0

0 sin30 1 0 sin 45 0 0 . . . 0

. . . . . . . . . . .

A

 
 
 
 
   
 
 
 
  

 

есть квадратная матрица размерностью 13 13, ( )m m  , составлен-
ная из коэффициентов перед внутренними усилиями; 

S  – вектор внутренних усилий размерностью т, 

1 2 3 4 13[ ..... ]TS S S S S S ;  

P  – вектор внешних сил размерностью т. 

1 1 3 3[ 0 0 .....]T
x yP x y F F .  
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Для того чтобы ЭВМ могла 
сформировать уравнения равно-
весия узлов фермы, следует вве-
сти в нее необходимые данные. 
Рассмотрим некоторый узел l. 

Уравнение равновесия для 
этого узла имеет вид: 

 
0;

cos180 cos(180 ) cos 0.

0;

sin(180 ) sin 0.

kx

l k l j l i lx

ky

l j l i ly

F

S S S F

F

S S F

  

 



        



      




 

Т.е. для составления уравнений проекций должны быть известны: 
1) проекции действующих на узел l внешних сил; 
2) узлы, с которыми узел l соединен стержнями; 
3) узлы наклона стержней к осям.  
Кроме того, должно быть известно общее количество стержней и уз-

лов. Эту информацию можно дать следующим образом: пронумеруем все 
узлы фермы в последовательности, соответствующей порядку расчета ме-
тодом вырезания узлов. Составим матрицу связей С, в которой показыва-
ется, какие узлы связаны между собой. Например, для фермы, представ-
ленной на рис. 1.51: 6, 9n m  . 

1 2

1 3

2 3

2 4

3 4

3 5

4 5

4 6

5 6

C

 
 
 
 
 
 
 

  
 
 
 
 
 
 
  

. 

Размерность этой матрицы 2m. Сформируем вектор-столбец нагрузок 

1 1 2 2 0 0...
T

x yD F F x y    . 

Компоненты этого вектора – проекции внешних сил на оси. Размерность 
его равна т. 

 
Рис. 1.50. Узел фермы 
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Рис. 1.51. Расчетная ферма 

 
 
Нанесем на ферму декартову систему координат. Сформируем матрицу 

координат узлов размерностью (п узлов)  (2 координаты): 

xk  yk  

0 4

0 0

3 4

3 0

6 4

6 0

B

 
 
 
 
 

  
 
 
 
 
  

1

2

3

4

5

6

 

С помощью этой матрицы и матрицы С определяются углы наклона 
стержней к осям. 

Таким образом, исходная информация для ЭВМ содержит числа m, n и 
три указанные матрицы.  
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Алгоритм расчета может быть построен по следующей схеме: 
 
 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 1.52. Блок-схема расчета фермы методом вырезания узлов 

 

1.9. Cтатически определимые  
и статически неопределимые задачи 

Статически определимыми называются задачи, которые можно решать 
методами статики твердого тела, т.е. задачи, в которых число неизвестных 
не превышает числа уравнений равновесия сил. 

Статически неопределимыми называют задачи с числом неизвестных, 
превышающим число уравнений равновесия сил, т.е. задачи, которые нель-
зя решать методом статики твердого тела. Для решения нужно учитывать 
деформацию тела под нагрузкой. 

Для плоской произвольной системы сил можно для тела составить три 
уравнения равновесия. Следовательно, в этом случае задача статически 
разрешима при числе неизвестных сил не более трех. 

Для системы сходящихся сил можно составить два уравнения равнове-
сия. Значит, решение возможно при числе неизвестных не более двух. 

Если рассматривается система п тел, загруженная силами, произвольно 
расположенными на плоскости, то общее число уравнений статики 3п.  

начало 

1l  

Составление уравнений равновесия l-го узла. Оп-
ределение неизвестных усилий. 

l= l+1 

Печатать 
результат 

Конец l<n-1

Определение углов наклона стержней l-
го узла 
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Значит, количество неизвестных сил в задачах статики для п тел 
3 .m n   

 
а б 

 
Рис. 1.53. Статически определимая (а) и статически неопределимая (б) балки 

а б 

 
Рис. 1.54. Статически определимая (а)  

и статически неопределимая (б) подвески 

 
а б 

 
Рис. 1.55. Статически определимая (а)  
и статически неопределимая (б)  рамы 

1.10. Устойчивость при опрокидывании 

Для тела, нежестко закрепленного наложенными на него связями, воз-
никает важный вопрос об устойчивости равновесия. 

Рычагом называется твердое тело, имеющее неподвижную ось враще-
ния и находящееся под действием сил, лежащих в плоскости, перпендику-
лярной этой оси. Такой рычаг изображен на рис. 1.56. Через опорную точ-
ку О проходит ось вращения. На рычаг действуют силы 1, ..., .nP P  
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Рис. 1.56. Рычаг 

Реакцию рычага разложим на две составляющие силы – X0 и Y0. Соста-
вим условие равновесия сил, действующих на рычаг:  

0
1

0
1

0
1

0; 0;

0; 0;

0; 0.

n

i i
i

n

i i
i

n

io
i

X X X

Y Y Y

M M








   


   



  


 

 

 

  (1.10.1) 

Рычаг находится в равновесии, если алгебраическая сумма моментов 
всех заданных сил, приложенных к рычагу, относительно опорной точки 
равна нулю: 

1

0.
n

io
i

M


   (1.10.2)  

Это уравнение является условием устойчивости тел при опрокидывании. 
П р и м е р  № 1 .  Рассмотрим задачу об 

устойчивости на опрокидывание на примере 
прямоугольного параллелепипеда (рис. 1.57 
), стоящего на шероховатой плоскости.  

Считается, что сила S не может сдвинуть 
тело. Рассмотрим вопрос устойчивости при 
опрокидывании путем поворота вокруг ребра 
А. Сила S – опрокидывает, сила P – препят-
ствует опрокидыванию. 

0,

0;

.

iAM

Sh Pa

Pa Sh



  



 

  
Рис. 1.57. Проверка устой-
чивости параллелепипеда 
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Здесь oпpM Sh  –  опрокидывающий момент; 

удPa M  –  удерживающий момент. 

На границе устойчивости 

 уд oпpM M .  (1.10.3) 

Устойчивость часто определяется отношением удерживающего момен-
та к опрокидывающему:  

 уд oпpK M M ,  (1.10.4) 

где К – коэффициент запаса устойчивости. 
Условие устойчивости K>1. Предельное равновесие будет достигнуто 

при K=1. 
 

П р и м е р  № 2 .  Рассмотрим задачу 
расчета на устойчивость при опро-
кидывании крана. Вес крана 50 т. Его 
размеры показаны на рис. 1.58. Грузо-
подъемность крана 25 т. Определить не-
обходимый вес противовеса Q и его рас-
положение (относительно правого рельса 
на рис.1.58) 

Дано: P = 50 т. 
Найти: вес противовеса Qmin и xmax. 

 
Решение. Здесь возможны два вари-

анта опрокидывания:  поворот вокруг 
правого рельса и опрокидывание путем поворота вокруг левого рельса (без 
груза).  

50 4,5 0;

25 10 50 1,5 (3 ) 0.

Q x

Q x

   
      

 

Решая систему, находим: 

3 100;

33 (т) ; 6,75 (м).

Q

Q x

 
 

 

 
 

 
Рис. 1.58. Устойчивость крана 
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1.11. Статика в пространстве 

1.11.1. Момент силы относительно центра как вектор 

Вращательный эффект силы F  относительно точки O  в пространстве 
(рис. 1.59) определяется тремя характеристиками: 

1) плоскостью поворота ОАВ, 
2) модулем момента силы Fh в плоскости поворота; 
3) направлением поворота этой плоскости. 
 

 
 

Рис. 1.59. Момент силы относительно точки как вектор 

 
Положение плоскости в пространстве можно задать отрезком, перпен-

дикулярным этой плоскости. Если задать величину этого отрезка, равную 
модулю момента ( 0M Fh ), и направить этот отрезок так, чтобы его на-

правление определяло направление поворота (например, в сторону, откуда 
вращение представляется против часовой стрелки), то такой вектор полно-
стью определит все три элемента момента силы в пространстве. 

Покажем, что  

0M r F    (1.11.1) 

есть вектор, равный по величине и направлению моменту силы F  относи-
тельно центра О. 

В самом деле, модуль момента силы F  составляет: 

0 .M Fh   (1.11.2) 
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Модуль векторного произведения 

sin , .r F rF r F Fh
 

   
 

  (1.11.3) 

Следовательно, эти величины равны. Сравним направления.  
Вектор 0M  направлен перпендикулярно плоскости ОАВ в сторону, от-

куда поворот F  относительно точки О происходит против часовой стрел-
ки. Векторное произведение r F  – это вектор, направленный перпенди-
кулярно плоскости ( ,r F ) в сторону, откуда вектор r  совмещается с век-
тором F  при повороте против часовой стрелки на угол <180. 

Следовательно,  
 0M r F  .  (1.11.4) 

 

1.11.2. Момент силы относительно оси 

Как известно, радиус-вектор и вектор силы можно представить через 
проекции в виде 

r xi yj zk   ,   (1.11.5) 

x y zF F i F j F k   .  (1.11.6) 

Перемножая эти векторы, получим:  

0 ( ) ( ) ( )z y x z y xM i yF zF j zF xF k xF yF      .  (1.11.7) 

Это же уравнение можно получить, используя теорию векторной ал-
гебры:  

0
y z x z x z

x y z

i j k
y z x z x y

M r F x y z i j k
F F F F F F

F F F

      .  (1.11.8) 

С другой стороны известно, что 
 0 x y zM iM jM kM   .  (1.11.9) 

Следовательно, 

 

,

,

.

x z y

y x z

z y x

M yF zF

M zF xF

M xF yF

 


  
  

  (1.11.10) 

где , ,x y zM M M  – моменты силы относительно соответствующих осей. 

Действительно, определим момент силы F , например, относительно 
оси z (рис. 1.60).  
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Рис. 1.60. Момент силы относительно оси 

Разложим силу F  на две составляющие: силу zF , параллельную оси z, 

и силу xyF , параллельную плоскости хоу. Сила zF  не имеет вращательного 

эффекта относительно оси z. Следовательно, 

( ) ( ) .z z xy xy y xM F M F F h xF yF       (1.11.11) 

Аналогичным образом можно показать справедливость выражений 
(1.11.10) относительно осей х и у. Для вычисления момента силы относи-
тельно некоторой оси силу проектируют на плоскость, перпендикулярную 
этой оси, и находят момент этой проекции относительно точки пересече-
ния оси и плоскости. 

 

1.11.3. Момент пары как вектор 

 Момент пары сил F  и F   – ( , )M F F  – удобно записывать относи-
тельно одной из точек А или В (рис. 1.61):  

,M AB F    (1.11.12) 

направляя этот вектор перпендикулярно плоскости вращения пары в сто-
рону, откуда вращение представляется против хода часовой стрелки. При 
этом очевидно, что величина момента, вычисленного относительно точки 
А, будет такой же, как величина момента пары сил относительно точки В: 

( ) ( ).A BM M F M F    (1.11.13) 
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Рис. 1.61. Момент пары как вектор 

 

1.11.4. Сложение пар сил в пространстве 

Пусть в плоскости I действует пара сил 1P  и 1P  с моментом 1 1 1M Ph , а 

в плоскости II – пара сил 2P  и 2P  с моментом 2 2 2M P h . 

Приведем пары к одному плечу АВ. Получим пару 1F  и 1F   

1 1( )M AB F   и пару 2F  и 2F   2 2( )M AB F  . Сложим силы 1F  и 2F , а 

также 1F  и 2F . Получим результирующую пару сил R  и R . Момент новой 
пары 

1 2 1 2 1 2( )M AB R AB F F AB F AB F M M           .  (1.11.14) 

 
 

Рис. 1.62. Сложение пар сил в пространстве 

Таким образом, сложить пары в пространстве – это значит геометриче-
ски сложить векторы-моменты этих пар. 
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1.11.5. Приведение произвольной пространственной системы сил 

Теорема о параллельном переносе силы F  (рис. 1.63) полностью со-
храняет свой смысл. Только момент присоединенной пары будет вектор-
ной величиной. 

 
Рис. 1.63. Теорема о параллельном переносе силы в пространстве 

Рассмотрим произвольную пространственную систему сил 1 2, ,..., nF F F  

(рис. 1.64,а). Перенесем силы 1 2, ,..., nF F F  в заданный центр О, добавляя со-
ответствующие пары сил (рис. 1.64,б). 

а б в 

 
Рис.1.64. Приведение произвольной пространственной системы сил 

 Складывая силы и пары (векторы-моменты) в точке О, получим, что 
произвольная пространственная система сил приводится к одной силе 
(главный вектор системы сил) и к одному вектору-моменту (главный мо-
мент системы сил) (рис. 1.64,в). 

*

*
0 (0)

,

.

k

k

F F

M M

  


 
  (1.11.15) 

 
1.11.6. Условия равновесия  

произвольной пространственной системы сил 

Для равновесия произвольной пространственной системы сил необхо-
димо и достаточно, чтобы одновременно были равны нулю главный вектор 
и главный момент системы сил: 

*

*
0

0,

0.

F

M

 


 
  (1.11.16) 
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Проецируя эти уравнения на координатные оси, получим условия рав-
новесия в аналитическом виде:  

0,

0,

0,

0,

0,

0.

kx

ky

kz

x

y

z

F

F

F

M

M

M


 
 
 
 




  (1.11.17) 

 
П р и м е р  № 1 .   
Определить реакции в защемлении балки с ломаной (под прямыми уг-

лами) осью (рис. 1.65). 
Для решения этой задачи мыс-

ленно отбросим связи, а их дейст-
вие заменим действием реакций. 
Составим условия равновесия по-
лученной пространственной систе-
мы сил: 

 

2

1

1

2 1

2

0; 0;

0; 0;

0; 0;

0; 3 0;

0; 2 4 0;

0; 3 0.

kx x

ky y

kz z

x AX

y AY

z AZ

F A P

F A

F A P

M P M

M P P M

M M P

  

 

  

  

   

   








 

Из этих уравнений и определим неизвестные реакции Ax, Ay, Az, MAx, 
MAy, MAz.  

 

П р и м е р  № 2 .  Определить реакции опор плиты, изображенной на 
рис. 1.65. 

Дано: 

1 2, 2 .P P P Р   
Найти: реакции в шарнирной опоре и усилия в стержнях 1, 2, 3 (см. 

рис. 1.66). 
 
 

 
Рис. 1.65. Брус с ломаной осью, один конец 

которого защемлен  
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Решение. Отделим плиту от связей (рис. 1.67) и запишем уравнения 
равновесия: 

3

1

1 2 2

1 1 2

2 2 3

3

0, 0,

0, 0,

0, 0,

0, 2 2 0,

0, 3 3 0,

0, 2 0.

kх A

ky A

kz A

AX

AY

AZ

F X N

F Y P

F Z N N P

M N a P a P a

M N a P a N a

M N a

   


  


    


      
      
    








 

 
Рис. 1.66. Пространственная плита  

 
Рис. 1.67. Плита как свободное тело 
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Отсюда 

1 2 3
5 5

; 2 ; 0; 0; ; .
2 2A A AN P N P N X Y P Z P       

 
 

1.12. Центр тяжести 

1.12.1. Понятие центра тяжести 

В механике имеется ряд фундаментальных понятий. О некоторых мы 
уже говорили – это, например, сила, пара сил, твердое тело. Некоторые, та-
кие, как центр тяжести, статический момент инерции, нам еще предсто-
ит изучить. 

Родоначальником понятия центр тяжести является великий древне-
греческий мыслитель Архимед. Еще в III в до н. э. он обнаружил возмож-
ность решить ряд задач на равновесие и доказать новые математические фак-
ты с помощью свойств центра тяжести. Например, так была доказана теорема 
о пересечении медиан в треугольнике, выведено правило рычага. В дальней-
шем эти соображения были использованы и развиты многими механиками, 
геометрами и другими учёными. Был разработан так называемый барицен-
трический метод (бари означает тяжесть), имеющий приложения во многих 
областях естествознания (проективная геометрия Мебиуса, топология, вы-
числительная математика (при интерполировании сложных функций)). 

При определении центра тяжести возникает задача определения поло-
жения центра параллельных сил. Рассмотрим ее. 

 
 

1.12.2. Центр параллельных сил 

Рассмотрим систему параллельных сил 1 2, ,..., nF F F  с фиксированными 
точками приложения 1 2, ,..., nA A A  (рис. 1.68) и покажем, что линии дейст-
вия равнодействующей всегда проходят через одну и ту же точку С при 
одновременном повороте всех сил на один и тот же угол. 

Равнодействующая двух сил 1F  и 2F  составляет:  

 1,2 1 2R F F    (1.12.1) 

и приложена в точке С1, положение которой определяется из соотношения  

1 1 2

1 2 1

.
AC F

C A F
   (1.12.2) 
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Рис. 1.68. Определение центра параллельных сил 

 
Равнодействующая трех сил 1F , 2F  и 3F   

1,2,3 1 2 3R F F F     (1.12.3) 

и приложена в точке С2, положение которой вычисляется по формуле 

 1 2 3

2 3 1,2

.
С C F

C A R
   (1.12.4) 

И так далее. Равнодействующая всей системы параллельных сил  
 kR F   (1.12.5) 

и приложена в точке С. 
Повернем все силы вокруг точки их приложения в одну сторону на 

одинаковый угол. Последовательно складывая силы новой системы, полу-
чим: 

' '
1,2 1,2 1 2,R R F F      (1.12.1’) 

' ' '
1,2,3 1 2 3 1,2,3,R F F F R       (1.12.3’) 

kR F .  (1.12.5’)  
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Положение же точек 1 2, ,...,C C C , определенное соотношением между 
силами 

1 1 2

1 2 1

,
AC F

C A F
   (1.12.2’) 

1 2 3

2 3 1,2

,
C C F

C A R
   (1.12.4’) 

остается неизменным, так как не изменились ни модули сил, ни соот-
ношение между силами. 

Точка С, через которую проходит линия действия равнодействующей сис-
темы параллельных сил при любых поворотах всех сил системы на один и тот 
же угол, называется центром параллельных сил. 

Выведем формулу для определения координат центра параллельных 
сил. Согласно теореме Вариньона имеем: 

   0 0
1

n

k
k

M R M F


 .  (1.12.6) 

Здесь   0 k k kM F r F   ,  (1.12.7) 

 0 cM R r R  .  (1.12.8) 

Пусть u  – единичный вектор, параллельный заданной системе сил, тогда  

k kF u F  ,  (1.12.9) 

k k kR F u F u F      ,  (1.12.10) 

c k k kr u F r u F      ,  (1.12.11) 

( ) 0c k k kr F r F u      .  (1.12.12) 

Так как положение центра параллельных сил не зависит от угла пово-
рота сил и вектора u , то нулю должно равняться выражение в скобках: 

 0.c k k kr F r F       (1.12.13) 

Отсюда 

 k k
c

k

r F
r

F



. (1.12.14) 
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Проецируя это уравнение на координатные оси, получим: 

,

,

,

k k
c

k

k k
c

k

k k
c

k

X F
X

F

Y F
Y

F

Z F
Z

F


 


 













  (1.12.15) 

где , ,k k kX Y Z  – координаты точек приложения сил kF ; 
, ,с с сX Y Z  – координаты точки приложения равнодействующей. 

Если система сил лежит в одной плоскости, например в ХОY, то суммы 
произведений  

,k k ox

k k oy

Y F S

X F S

 


 




  (1.12.16) 

называются статическими моментами относительно координатных осей. 
 

1.12.3. Центр тяжести 

На любую частицу тела, находящуюся вблизи земной поверхности, 
действует направленная вертикально вниз сила, называемая силой тяжести. 
Для тел, размеры которых очень малы по сравнению с Землей, силы тяже-
сти, действующие на частицы тела, можно считать параллельными силами 
и сохраняющими свою величину при любых поворотах тела. 

Равнодействующая сил тяжести 1 2, ,..., nР Р Р , действующих на частицы 
данного тела, называется силой тяжести тела: 

kР Р .  (1.12.17) 

При любых поворотах тела силы kР  остаются приложенными в одних и 
тех же точках тела и параллельны друг другу. 

Следовательно, равнодействующая Р  сил kР  будет при любых поло-
жениях тела проходить через одну и ту же точку С, являющуюся центром 
параллельных сил тяжести kР . Эта точка и называется центром тяжести 
тела. Таким образом, центром тяжести твердого тела называется точ-
ка, через которую проходит линия действия равнодействующей сил тя-
жести частиц данного тела, при любом положении тела в пространстве. 
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Рис. 1.70. Центр тяжести 

 
Координаты центра тяжести как центра параллельных сил опреде-

ляются по формулам: 

,

,

.

k k
c

k

k k
c

k k
c

X Р
X

Р

Х Р
Y

Р
Х Р

Z
Р





 













  (1.12.18) 

где , ,k k kX Y Z  – координаты точек приложения сил тяжестей частиц тела. 
 

1.12.4. Координаты центра тяжести однородных тел 

Для однородных тел 

,k kP V    (1.12.19) 

,P V    (1.12.20) 

где  – объемный вес вещества.  
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Следовательно формулы (1.9.18) можно упростить: 

;

;

.

k k k k
c

k

k k
c

k k
c

X V X V
X

V V

Y V
Y

V

Z V
Z

V


   

 



 


 






  (1.12.21) 

Для пластин, плоских тел и, вообще, если Vk пропорционально Ak, то 

 k kV A  ,  (1.12.22) 

 
,

.

k k
c

k k
c

X A
X

A
Y A

Y
A


 


 




  (1.12.23) 

Здесь Ak  – площадь k-го элемента. 
Если площадь поперечного сечения тела   по всей длине мала и посто-

янна, то 

 k kV l  ,  (1.12.24) 

 

,

,

.

k k
c

k

k k
c

k k
c

k

X l
X

l

Y l
Y

l

Z l
Z

l


 


 



 










  (1.12.25) 

 
Центр тяжести тела, имеющего ось симметрии 

Если тело имеет плоскость, ось или центр симметрии, то центр тяжести 
его лежит соответственно в плоскости, на оси или в центре симметрии. 

Доказательство. Возьмем частицу А1 весом Q1, ей соответствует час-
тица А2 весом Q2, их равнодействующая лежит в середине отрезка А1А2, т.е. 
в плоскости симметрии. Аналогично доказываются случаи, когда тело име-
ет ось или центр симметрии. 
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а б 

 
Рис. 1.71. Центр тяжести симметричных тел 

 
 

1.12.5. Положение центра тяжести некоторых тел 

Треугольник. 
Разобьем треугольник прямыми на очень 

большое число узких полосок, параллельных 
одной из его сторон. Центр тяжести каждого от-
резка лежит в середине; следовательно, центр 
тяжести треугольника лежит где-то на медиане. 

Разбив треугольник также на полоски, па-
раллельные его другой стороне, получим, что 
центр тяжести также должен лежать на медиане. 

Следовательно, центр тяжести треугольника 
находится на пересечении медиан, на расстоя-

нии 
1

3
 трети длины медианы от точки пересече-

ния ее со стороной треугольника. 
 
 

Центр тяжести дуги окружности 

 
Рис.1.72. Центр тяжести 

треугольника 

в 
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Центр тяжести сектора 

Центры тяжестей элементарных треуголь-

ников образуют дугу АВ радиуса 
2

3
r R . Сле-

довательно, центр тяжести сектора имеет коор-
динату, равную координате центра тяжести дан-
ной дуги: 

 
(2 / 3) sin

C
R

X





 .  

 
 
 

1.12.6. Определение положения центра тяжести сложной фигуры 

1. Аналитический способ. 
Т а б л и ц а  1 . 3  

№ 
п/п 

Хk Yk Ak 

1 4,5 4 72 
2 8 4 -4 
3 3 10 27 
вся 3,92 5,7 95 

 
Рис. 1.73. Центр тяжести дуги 

 
Рис. 1.74. Центр тяжести 

сектора 
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Рис. 1.75. Центр тяжести сложной пластины 

 
4,5 72 8 4 3 27

3,92;
95CX

    
   

 
72 4 4 4 27 10

5,7.
95CY

    
   

2. Экспериментальные способы.  
2а. П о д в е ш и в а н и е . 

 

а б 

 
Рис. 1.76. Определение положения центра тяжести подвешиванием 

2б. В з в е ш и в а н и е .  

 
Рис. 1.77. Определение положения центра тяжести взвешиванием 
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1) Определяем взвешиванием N1;  
2)  Определяем взвешиванием N2. 
Далее находим расстояние от задней оси до центра тяжести: 

 

 1 2

2

1 2

,

.

N a N l a

N l
a

N N

  




 

 

1.13. Трение 

1.13.1. Трение скольжения 

При стремлении двигать одно тело по поверхности другого возникает 
сила сопротивления их относительному скольжению, называемая силой 
трения скольжения. 

Возникновение трения обусловлено прежде всего шероховатостью по-
верхностей, создающей сопротивление перемещению, и наличием сцепле-
ния у прижатых друг к другу тел. 

Исследованием трения впервые занимался Леонардо да Винчи. Законы 
трения, приемлемые для инженерных расчетов, были сформулированы 
французским физиком Кулоном (1736-1806) во второй половине 18 века. 

Законы трения скольжения: 
1) При стремлении сдвинуть одно тело по поверхности другого в плос-

кости соприкосновения тел возникает сила трения Fтр (или сила сцепле-
ния), величина которой может принимать значения от 0 до Fmax. Сила Fmax, 
соответствующая началу движения,  называется предельной силой сцепле-
ния. Сила трения всегда направлена противоположно направлению сдвига 
тела. 

2) Величина предельной силы трения равна произведению стати-
ческого коэффициента трения на нормальное давление:  

 maxF f N  ,  (1.13.1) 

где f –  безразмерный коэффициент, определяется опытным путем, зави-
сит от материалов соприкасающихся поверхностей и состояния 
этих поверхностей (обработка, смазка и т.д.). 

3) Величина предельной силы трения в довольно широких пределах не 
зависит от размеров соприкасающихся поверхностей. 

Итак, при равновесии имеем 

 трF f N  .  (1.13.2)  

Экспериментально коэффициент трения можно определить с помощью 
простого прибора (рис. 1.78).  
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Рис. 1.78. Экспериментальное определение коэффициента трения 

 
Брусок двигается с места при силе Q. Меняем брусок P, изменяется и Q.  

 

max

max

,

,

,

.

F Q

N f F Q

N P

Q
f

P



  





  

При этом constf  . Меняем площади соприкосновения. Подтверждаем 
2-й и 3-й законы. 

Реакция шероховатой поверхности, в отличие от реакции идеальной 
поверхности, имеет две составляющие: нормальную реакцию и силу сцеп-
ления. Полная реакция R (рис.1.79) направлена под некоторым углом к 
нормальной реакции N. Приэтом тангенс угла наклона можно определить 
из соотношения 

тр тр tg
F F

N P
   ,  

где  – угол между полной реакцией R  и 
нормальной составляющей реак-
ции .N  

 max tg .
F

f
P

    

 (1.13.3
) 

 
 Рис. 1.79. Статическое  

равновесие 
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Угол , образованный полной реакцией с нормалью, называется углом 
трения. 

Если перемещать тело по всем напрвлениям касательной к поверхности 
опирания то образуется  конус трения (рис.1.80).  

 

 
Рис. 1.80. Конус трения 

Коэффициенты трения некоторых материалов приведены в табл. 1.4. 
Т а б л и ц а  1 . 4  

Коэффициенты трения скольжения некоторых материалов 

№ п/п Материалы Коэффициент трения 
1 Дерево по дереву f=0,4–0,7 
2 Металл по металлу f=0,15–0,25 
3 Сталь по льду f=0,027 

 

Выше говорилось о покое или равновесии, вплоть до критического, по-
сле чего начинается скольжение. При скольжении  

 тр дин ,F f N    

где fдин – динамический коэффициент трения скольжения. Обычно fдин< 
fтр. покоя. 

Реакция шероховатой поверхности, в отличие от реакции идеальной 
поверхности, имеет две составляющие: нормальную реакцию и силу сцеп-
ления. 
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Рис. 1.80. Конус трения 

Угол , образованный полной реакцией с нормалью, называется углом 
трения. 

max

max

tg ;

tg ;

arc tg .

F

N
f

f

 

 
 

 

Угол трения и одновременно коэффициент трения можно определить с 
помощью простого прибора (рис. 1.81) с градуированной, как транспортир, 
шкалой. 

 

 
 

Рис. 1.81. Определение угла трения 

 
Коэффициент трения определяется из условия равновесия: 

0,

sin ,

cos sin ,

tg tg .

kxF

F P

Pf Р

f


  
  

   

 



 63

П р и м е р . Определить величину груза Q, удерживающего тело на на-
клонной плоскости. 

Дано: >, f – задан. 
Решение. 
1) от скольжения вниз удерживает груз Qmin  

 

 

0,

sin cos 0.

sin cos .

kxF

P Q P f

Q P f



       

    


 

 

 
 

Рис. 1.82. Предполагается скольжение вниз 

2) скольжение вверх обеспечивает груз Qmax (рис. 1.83).  

 
Рис. 1.83. Предполагается скольжение вверх 

Величину груза Qmax определяем из соотношений: 
0,

sin cos 0.
xF

P P f Q



       
  

Отсюда 
 sin cos .Q P f      
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1.13.2. Трение качения 

Рассмотрим круглый цилиндричес-
кий каток, лежащий на шероховатой 
поверхности (рис. 1.84). 

Вследствие деформаций поверхно-
стей катка и плоскости касание проис-
ходит не в точке, а на некоторой пло-
щадке. При этом равнодействующая 
нормальной реакции смещается в сто-
рону направления качения. Возникает 
момент сопротивления качению. Сле-
довательно, трение качения это способ-
ность круглых тел сопротивляться ка-
чению. 

При некотором значении силы Q 
колесо может покатиться. Условие предельного равновесия: 

 Q R P    . (1.13.4) 

Отсюда 

 ,
Q R

P


    (1.13.5) 

где  – коэффициент трения качения. При этом значении силы Q колесо 
может покатиться. 

 
П р и м е р .  Определить, при каких значениях угла  цилиндр радиу-

сом R, лежащий на наклонной плоскости (рис. 1.85), остается в покое, если 
коэффициент трения качения равен . 

 

 
Рис.1.85. Определение предельного угла наклона плоскости 

Решение.  
Критическое равновесие при  

 

 
Рис. 1.84. Качение тяжелого 
цилиндрического катка 
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вращ удM М .  

Или 

P R P     .  

Отсюда находим 

sin cos ,

sin
,

cos

P R P

R

       
 




 

 
tg ,

arc tg .

R

R


 


 

 

Равновесие возможно при arc tg .
K


   

 

Контрольные вопросы 

1. Что называется системой сходящихся сил? 
2. Каковы геометрические и аналитические условия равновесия сис-

темы сходящихся сил? 
3. При каком условии уравновешиваются три непараллельные силы, 

приложенные к одному телу? 
4. Что вкладывается в понятие «шарнирная ферма»? 
5. В чем заключается сущность способа вырезания узлов?  
6. Что называется парой сил? 
7. Что называется моментом силы относительно точки на плоскости? 
8. Что называется моментом пары сил? 
9. Что означает сложить пары сил на плоскости? 
10. При каком условии система пар сил на плоскости будет на-

ходиться в равновесии?  
11. Что называется произвольной плоской системой сил? 
12. В чем суть теоремы о параллельном переносе силы? 
13. К чему приводится плоская произвольная система сил? 
14. В чем суть теоремы Вариньона? 
15. Какие существуют формы записи аналитических условий равно-

весия плоской произвольной системы сил? 
16. Что называется статически неопределимой системой?  
17. Как вычисляется коэффициент запаса устойчивости на опро-

кидывание?  
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18. Что называется моментом силы относительно точки в простран-
стве? 

19. Как вычисляется момент силы относительно оси? 
20. Как сложить пары сил в пространстве?  
21. К чему приводится произвольная пространственная система сил? 
22. Каковы условия равновесия произвольной пространственной сис-

темы сил? 
23. Каким свойством обладает центр параллельных сил? 
24. Что такое «центр тяжести тела»? 
25. Что называется трением скольжения? 
26. Как вычисляется сила трения скольжения? 
27. Что называется трением качения? 
28. Как вычисляется момент сопротивления качению? 
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2. КИНЕМАТИКА 

2.1. Основные понятия.  
Векторный и координатный способы задания движения 

2.1.1. Основные понятия кинематики 

Кинематикой  называется раздел теоретической механики, в котором 
изучается движение материальных тел вне связи с силами, вызывающими 
это движение. Слово «кинематика» происходит от греческого kinematos, 
что означает движение. 

Механическое движение – это взаимное перемещение тел. Движение 
тел происходит в общем случае в трехмерном евклидовом пространстве. 
Для определения положения тела системы координат связывают с каки-
ми-либо неподвижными или движущимися телами. Время во всех системах 
координат или во всех системах отсчета протекает одинаково. Время яв-
ляется скалярной, положительной величиной. Отсчет времени ведется от 
некоторого начального момента 0( 0).t   

Движущаяся точка описывает в пространстве некоторую линию. Эта 
линия называется  траекторией движения точки. 

Закон движения – уравнение, согласно которому происходит движение 
точки в данной системе отсчета. 

Скорость точки – вектор, характеризующий быстроту изменения ко-
ординат. Обозначение – v ,  размерность – [м/с]. 

Ускорение точки – вектор, характеризующий быстроту изменения ско-
рости по величине и направлению. Ускорение обычно обозначается a . 
Размерность ускорения – [м/с2]. 

 
 

2.1.2. Определение кинематических характеристик точки  
при векторном способе задания движения 

Будем описывать положение точки по отношению к выбранной системе 
отсчета с помощью радиуса-вектора r . Движение точки считается заданным, 
если известен ее радиус-вектор как функция времени  

( ).r r t  (2.1.1) 

Уравнение (2.1.1) называется «закон движения в векторном виде». При 
этом траекторией точки будет геометрическое место концов радиуса-
вектора. 
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За время 1t t t    радиус-вектор перейдет из положения ОМ в поло-
жение ОМ1 (рис. 2.1), при этом он изменится на величину  

1r r r   .   (2.1.2) 

 
 

Рис. 2.1. Определение скорости при векторном способе задания движения 

 
Средней скоростью точки срv  за промежуток времени t называется 

следующее отношение: 

ср
r

v
t





.  (2.1.3) 

Устремляя промежуток времени t к нулю, находим скорость точки в 
момент времени t: 

 
0

lim
t

r dr
v

t dt 


 


,  

 
dr

v
dt

 .  (2.1.4) 

Скорость точки равна первой производной от её радиуса-вектора по 
времени. Предельное направление секущей r  – это касательная. Поэтому 
вектор v  направлен по касательной к траектории в сторону движения точки. 

Пусть в некоторый момент времени t движущаяся точка имеет скорость 
v , а в момент времени 1t t t    –  скорость 1v  (рис. 2.2).  
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Рис. 2.2. Определение ускорения  

при векторном способе задания движения 

 
За время t скорость точки изменилась на величину  

1v v v   .  (2.1.5)  

Средним ускорением точки называют отношение: 

ср
v

а
t





 .  (2.1.6) 

 Вектор среднего ускорения сра  не имеет конкретной точки приложения. 

Переходя к пределу, получим ускорение точки в данный момент вре-
мени: 

 
2

20
lim
t

v dv d r
а

t dt dt 


  


.  

 
dv

а
dt

   (2.1.7)  

Ускорение точки равно первой производной от вектора скорости по 
времени. Вектор приращения скорости v  всегда направлен в сторону во-
гнутости траектории, поэтому вектор ускорения а  также направлен в сто-
рону вогнутости траектории. Это правило не соблюдается только в той 
точке траектории, в которой скорость точки изменяется на противополож-
ную (крайние положения маятника). 

 
 
 



 70

2.1.3. Координатный способ изучения движения 

Исследуем движение в декартовых координатах. Движение в декарто-
вых координатах считается заданным, если известны координаты точки 
как функции времени: 

 1 2 3( ); ( ); ( )x f t y f t z f t   .  (2.1.8) 

 

  
Рис. 2.3. Определение положения точки  

при координатном  способе задания движения 

По уравнениям (2.1.8) можно в зависимости от параметра t построить 
траекторию. В ряде случаев можно, исключив время t из уравнений движе-
ния 4 ( )t f x , представить их в форме уравнений поверхностей:  

1 2( , ) 0; ( , ) 0F x y F x z  .  (2.1.9)  

Уравнения (2.1.9) не содержат параметра времени, и их совместное ре-
шение дает линию пересечения этих поверхностей или уравнение траекто-
рии. 

Разложим радиус-вектор r  и 
скорость точки v  на состав-
ляющие: 

     ,r xi yj zk      (2.1.10) 

   .x y zv v i v j v k     (2.1.11) 

Здесь , ,i j k  – единичные орты; 
vx, vy, vz – проекции скорости на 
оси координат. 

 
 
 

 

 
Рис. 2.4. Вектор скорости и его проекции 
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С учетом выражения (2.1.10) уравнение (2.1.4) можно представить в 
виде 

dr dx dy dz
v i j k

dt dt dt dt
    .  (2.1.12) 

Сопоставляя уравнения (2.1.12) и (2.1.11), получаем: 

;

;

.

x

y

z

dx
v x

dt
dy

v y
dt
dz

v z
dt

  

  

  







  (2.1.13) 

Проекция скорости на координатную ось равна первой производной от 
соответствующей координаты по времени. 

Полная величина скорости 

 2 2 2 2 2 2
x y zv v v v x y z        .  (2.1.14) 

Направление вектора скорости определяем с помощью направляющих 
косинусов: 

cos( , ) xv
v x

v
  ; cos( , ) yv

v y
v

  ; cos( , ) zv
v z

v
  .  (2.1.15)  

Вектор ускорения точки также можно записать через проекции: 

x y za a i a j a k   ,   (2.1.16) 

  
 

Рис. 2.5. Ускорение точки и его проекции 

С другой стороны, дифференцируя уравнение (2.1.12) по времени, по-
лучаем:  

2 2 2

2 2 2

dv d x d y d z
a i j k

dt dt dt dt
    .  (2.1.17) 
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Сопоставляя выражения (2.1.17) и (2.1.16), записываем: 
2

2

2

2

2

2

;

;

.

x
x

y
y

z
z

dv d x
a

dt dt
dv d y

a
dt dt

dv d z
a

dt dt


  




  



  


  (2.1.18) 

Проекция ускорения на какую-либо ось равна второй производной от 
соответствующей координаты по времени. 

Величина ускорения точки М определяется из выражения 

 2 2 2.x y za a a a     (2.1.19) 

Направление вектора ускорения определяем с помощью направляющих 
косинусов:  

cos( , ) xa
a x

a
  ; cos( , ) ya

a y
a

  ; cos( , ) za
a z

a
  .  (2.1.20)  

П р и м е р . Уравнения движения точки имеют вид: 

 
10sin , см,

3

5cos , см.
3

x t

y t







 

Найти траекторию точки, v  и a  в момент времени t1= 1 c. 
Решение. 
Возведя обе части каждого уравнения в квадрат и сложив полученные 

уравнения, имеем: 
2 2

2 2 1
10 5

x y
  .  

Таким образом, уравнение траектории точки – эллипс (рис. 2.6). 
При t1=1 с  x1=8,66 см, y1=2,5 см.  
Проекции скорости:  

10 cos 5,233 см/с,
3 3

5 sin 4,532 см/с.
3 3

x

y

dx
v t

dt
dy

v t
dt
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Рис. 2.6. Траектория движения и кинематические характеристики движения  

точки в момент времени t1=1 с 

Величина скорости точки М:  
2 2 6,922 см/сx yv v v   .  

Проекции ускорения: 
2

210 sin 9,487 см/с
9 3

x
х

dv
а t

dt

 
     ;  

2

5
9

y
у

dv
а

dt


   2cos 2,738 см/с

3
t


  .  

Величина ускорения точки: 
2 2 29,87 см/сx ya a a   .  

 

2.2. Определение скорости и ускорения точки  
при естественном способе задания движения 

2.2.1. Естественный способ задания движения точки 

Если известна траектория точки, то удобно движение задавать в сле-
дующем виде. Будем отсчитывать расстояния s от некоторой точки траек-
тории О до движущейся точки М: 

s=s(t).  (2.2.1) 

Здесь s –  дуговая координата точки;  
s(t) –  дважды дифференцируемая непрерывная функция от времени. 
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Рис. 2.7. Естественный способ задания движения точки 

Расстояние s в одну сторону от точки О считается 
положительным, в другую – отрицательным. Точку О 
удобно брать в том месте траектории движения, где 
точка находится в начальный момент времени. Рас-
стояние s=ОМ может быть не равно пути, пройденно-
му точкой. Например, при колебаниях маятника дуго-
вая координата многократно равна 0, в то время как 
путь, пройденный точкой, непрерывно увеличивается. 

Траектория движения может быть задана или 
уравнениями, или словесно, или в виде графика. 
Между заданиями движения в декартовой и естест-

венной формах легко установить связь. Как известно, 
дифференциал дуги кривой 

2 2 2( ) ( ) ( )ds dx dу dz   , (2.2.2) 

тогда  

2 2 2

0

( ) ( ) ( )
t

s dx dу dz   . (2.2.3) 

Так как 

1

2

3

( ),

( ),

( ),

x f t

у f t

z f t

 
 
 

 (2.2.4) 

1

2

3

( ) ,

( ) ,

( ) ,

dx f t dt

dу f t dt

dz f t dt

 
 
 

 (2.2.5) 

значит, 

2 2 2
1 2 3

0

( ( )) ( ( )) ( ( ))
t

s f t f t f t dt     . (2.2.6) 

 

 
Рис. 2.8. Дуговая 

координата точки не 
равна ее пути  
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2.2.2. Скорость точки при естественном способе задания движения 

Пусть известны траектории точки и закон движения точки по траекто-
рии s=s(t). Определим скорость точки. 

Пусть в момент времени t точка занимает положение М, а в момент време-
ни 1t t t    – положение М1 (рис. 2.10). Проведем из неподвижной точки О1 

радиусы-векторы r  и 1r , определяющие положение точки в моменты времени 
t и t1 Как было установлено ранее, 

dr
v

dt
 .  (2.2.7) 

 
Рис. 2.10. Скорость точки при естественном способе задания движения 

Перепишем уравнение  (2.2.7) в виде  
dr ds

v
ds dt

  . (2.2.7’) 

Тогда 

0
lim .
s

dr r

ds s 


  


 (2.2.8) 

При 0s   
  1  . (2.2.9) 

Направление вектора   не зависит от знака со-

отношения 
r

s




. На самом деле, при 0s   знак от-

ношения отрицательный, то есть 
r r

s s

 
 

 
 (рис. 

2.11). При этом вектор   направлен положительно. 

При 0s   
r r

s s

 
 

 
 и   опять направлен в поло-

жительном направлении. Значит, единичный вектор 
  всегда направлен по касательной к траектории в сто-
рону возрастающих (положительных) расстояний дуговой координаты.  

 
Рис. 2.11. Направление 

вектора   
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Итак,  

ds
v

dt
   .   (2.2.10) 

При 0
ds

dt
  вектор скорости точки v  направлен в сторону возрастаю-

щих расстояний дуговой координаты.  

При 0
ds

dt
  вектор скорости точки v  направлен в сторону убывающих 

расстояний дуговой координаты. 
Величину  

ds
v

dt
  (2.2.10) 

называют алгебраической скоростью точки или проекцией скорости на ка-
сательную ось. Касательная ось направлена так же, как и   (единичный 
вектор). 

 

2.2.3. Элементы геометрии кривой 

Пусть в моменты времени t и 
(t+t) точка занимает на траектории 
соответственно положения М и М1. 
При этом касательные оси  и 1 – со-
ответственно (рис. 2.11). Расстояние 
между точками М и М1 равно s. 

В общем случае пространственной 
кривой касательные М и М11 скре-
щиваются. Угол между М  и 1M   на-
зывают углом смежности. Кривизной 
кривой в точке М называют предел от-

ношения угла смежности к расстоянию s  при стремлении s к нулю: 

 
0

lim
s

d
k

s ds 

 
 


.  (2.2.11) 

Радиусом кривизны в точке М называют величину, обратную кривизне: 

 
1 ds

k d
  


.  (2.2.12) 

Для окружности радиус кривизны совпадает с радиусом окружности. В 
самом деле, для окружности  

,
ds d

s R R R
d d


     

 
.  

 
Рис. 2.11. Угол смежности 
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2.2.4. Естественные оси 

Проведем через М и '
1M   (рис. 2.11) плоскость. При стремлении 

0,s   1М М  плоскость займет некоторое предельное положение – 
положение соприкасающейся плоско-
сти, т.е. соприкасающаяся плоскость 
пройдет через касательные к кривой в 
двух соседних точках. 

Проведем (рис.2.12) в соприка-
сающейся плоскости из точки М ось 
n   . Эту ось направим в сторону во-
гнутости траектории. Ось n назы-
вается главной нормалью. Перпенди-
кулярно к соприкасающейся плос-
кости проведем ось b в ту сторону, 
глядя откуда ближайшее совмещение 
 с n будет казаться направленным против хода часовой стрелки. Ось b на-
зывают бинормаль. Итак, оси , n, b называются естественными осями кри-
вой. При движении точки по кривой собственный трехгранник движется 
вместе с точкой, поворачиваясь вокруг нее. Единичные векторы , n  и b , 

направленные вдоль осей , n и b,  называются единичными ортами. 
 

2.2.5. Дифференцирование единичного вектора 

Вычислим производную единичного вектора по скалярному аргумен- 

ту .
d

dt


 

Известно, что 

1.      (2.2.13) 

Тогда 

0
d d

dt dt

 
        (2.2.14) 

или 

2
0

d

dt


   .  (2.2.15) 

Но оба сомножителя здесь не равны нулю: 

0, 0 .
d d

dt dt

 
       

 

 
Рис. 2.12. Естественные оси 
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Рис. 2.13. Направление   

Так как   в пределе лежит в соприкасающейся плоскости, то вектор 
d

dt


 находится в соприкасающейся плоскости, он перпендикулярен вектору 

  и направлен в сторону вогнутости траектории; следовательно, 
d

dt


 на-

правлен также, как n . 
Можно записать: 

d d
n

dt dt

 
  .  (2.2.16) 

sin      

или 

 1   ,  (2.2.17) 

lim lim ,

,

d d

dt t t dt

dd d ds v
n n n

dt dt ds dt

   
  

 

 
      



 

 
vd

n
dt


 


.  (2.2.18)  

 

2.2.6. Ускорение точек при естественной форме задания движения 

Дифференцируя выражение для скорости 
ds

v
dt

   , получим: 

 
2 2

2

dv d ds d s v dv
a n

dt dt dt dtdt


          


.  (2.2.19)  

Касательная составляющая ускорения 

dv
a

dt    ,  (2.2.20)  
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нормальная составляющая ускорения 

 
2

,n
v

a n 


  (2.2.21)  

полное ускорение 

.na a a    (2.2.22)  

Проекция ускорения на касательную ось 

,
dv

a
dt    (2.2.23) 

проекция ускорения на нормальную ось 
2

,n
v

a 


   (2.2.24)  

проекция ускорения на бинормаль равна нулю: 

 0ba  .  (2.2.25)  

Величина ускорения 

2 2( ) ( )na a a  .  (2.2.26) 

 
Рис. 2.14. Разложение ускорения на нормальную и касательную составляющие 

В самом деле, соприкасающаяся плоскость n  проведена через векторы 
скорости двух соседних точек. 

 

 
Рис. 2.15. Ускорение лежит в соприкасающейся плоскости 
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Вектор ускорения 

1lim lim
dv v v v

a
dt t t

 
  

 
,  

как 1v  и v , лежит в соприкасающейся плоскости. Следовательно, ускорение не 
может проектироваться на ось b. Значит, 0.ba   

Итак, 

 
2

dv
a ,

dt

v
a ,

a 0.

n

b


 

  
 



 

2 2 .na a a   

Если 
0, 0

0, 0

s s

s s

  
  

 
 

 – ускоренное движение; 

если  
0, 0

0, 0

s s

s s

  
  

 
 

 – замедленное движение. 

П р и м е р . Точка движется по окружности R=10 см по закону 24s t  
см. Определить скорость и ускорение точки в момент времени 1c.t   

 
Рис. 2.16. Положение точки на траектории и ее скорость и ускорение  

в данный момент времени 

Положение точки на траектории определим из следующих соображе-
ний: 

24 4 см,s t   
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составим пропорцию: 
180

x

r

s

  
  

 

откуда 
720

23 .
31,4

x     

Скорость и ускорение точки вычислим с помощью следующих соот-
ношений: 

s
v 8 cм/с,

v 8 см/с.

d
t

dt
 


 

2

2 2
2

2 2 2

8 см/с ,

64
6,4 см/с ,

10

64 40,96 10,24 см/с .

n

n

dv
a

dt

v v
a

R

a a a





 

   


    

 

 

2.2.7. Частные случаи движения точки 

1. Ускоренное прямолинейное движение. 

 

Рис. 2.17. Прямолинейное движение 

2

, 0, .n
v dv

a a a
dt      


 

Ускорение меняется только по величине; следовательно, a  харак-
теризует изменение скорости по величине. 

2. Равномерное криволинейное движение. 

1 2

2 2 2

1 2
1 2

const,

0,

. , .n n n

v v v

dv
a

dt

v v v
a a a a



  

 

   
  

 

 

 
Рис. 2.18. Равномерное 
криволинейное движение 
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Скорость меняется только по направлению; следовательно, нормальное 
ускорение характеризует изменение скорости по направлению. 

Найдем закон равномерного криволинейного движения: 

const,

.

ds
v

dt
ds v dt

 

 
 

Интегрируя  

0 0

s
S t

S

d v dt  ,  

получим: 

0 ,s s vt   
или 

0 .s s vt   
Если 0 0s  , 

, .
s

s vt v
t

   

3. Равномерное прямолинейное движение. 
 

 

 
Рис. 2.19. Равномерное прямолинейное движение 

 

0,na  так как ;    0,a  так как 0
dv

dt
 . Следовательно, a=0. 

Единственным движением, в котором ускорение может равняться все 
время нулю, является равномерное прямолинейное движение. 

4. Равнопеременное криволинейное движение точки. 
Это такое движение, при котором касательное ускорение a  все время 

остается постоянной величиной  consta  . 

Пусть при 0 00 ,t s s v v   , тогда 

 ,
dv

a
dt   

где знак плюс относится к ускоренному движению, а знак минус – к замед-
ленному.  
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Разделяя переменные и интегрируя  

 

0
0

v t

v

dv a dt   ,  

получим: 

 
0

0

0

,

,

.

v v a t

v v a t

ds
v a t

dt







   

 

 

 

Разделяя переменные и интегрируя  

0

0
0 0

s t t

s

ds v dt a t dt     ,  

получим: 
2

0 0 .
2

a t
s s v t     

П р и м е р . Автомобиль движется равнозамедленно по закруглению 
радиусом 1 км. В начале участка длиной 560 м его скорость v=36 км/ч и 
ускорение а0=0,125 м/с2. Определить скорость и ускорение в конце пути. 

 

 
Рис. 2.20. Скорость и ускорение автомобиля в начале и конце пути 

Дано: 
2

0 0560м, 1000м, 10 м/с, 0,125 м/с .s R v a       

Найти: 1v  и 1a  
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Решение: 

 

2
20

2 2 2
0 0

2

2 2

100
0,1 м/с ,

1000

0,125 0,1 0,075м/с ,

const 0,075 м/с .

on

on

v
a

R

a a a

a





  

    

 

 

2

0 0

0

,
2

.

a t
s s v t

v v a t






   


  

 

 

20,075
560 10 ,

2
10 0,075 .

t
t

v t


  


  

 

Из первого уравнения системы находим t: 
20,075 20 1120 0,

10 100 1120 0,075 10 4
;

0,075 0,075

t t

t

  

   
 

 

 
0 ост

0
ост

0 ,

10
.

0,075

v a t

v
t

a





 

 
 

Больший корень превышает момент остановки, поэтому берем мень-
ший корень 

1 0

2
21

1

2 2 2 2 2
1 1 1

6
80 c.

0,075

10 0,075 80 4 м/с.

16
0,016 м/с .

1000

0,075 0,016 0,0767 м/с .

n

m

t

v v a t

v
a

R

a a a
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2.3. Движения твердого тела 

Различают пять видов движения твердого тела: 
1. Поступательное. 
2. Вращательное. 
3. Плоское, или плоскопараллельное. 
4. Сферическое. 
5. Общий случай движения. 
Поступательное и вращательное движения называют простейшими дви-

жениями твердого тела. Но именно из этих движений, как мы увидим, скла-
дываются все остальные виды движений твердого тела. 

 

2.3.1. Поступательное движение твердого тела 

Поступательным называется такое движение твердого тела, при кото-
ром любая проведенная в теле прямая перемещается параллельно самой 
себе. Например: движение любой прямой (CD) спарника АВ 
( 1 2О А О В , 1 2О А О В ). 

 

 
Рис. 2.21. Пример поступательного движения тела 

Свойства поступательного движения твердого тела определяются сле-
дующей теоремой. 

Т е о р е м а .  При поступательном движении твердого тела все его 
точки описывают одинаковые (при наложении совпадающие) траектории и 
имеют в каждый момент времени одинаковые по модулю и направлению 
скорости и ускорения. 

Доказательство: 

 
Рис. 2.22. Иллюстрация поступательного движения тела 
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Соединим две точки тела прямой АВ. Возьмем начало отсчета в неко-
торой точке О. Тогда 

B Ar r AB   (2.3.1) 

Положение точки В всегда можно найти из положения т. А, сместив-
шись по направлению AB  на величину AB. Так как AB  – вектор, постоян-
ный по величине и направлению, то траектории точек А и В будут одина-
ковыми кривыми. 

Продифференцируем уравнение (2.3.1): 
( )

.B Adr dr d AB

dt dt dt
   (2.3.2) 

 
; ;

( )
0.

B A
B A

dr dr
v v

dt dt

d AB

dt

 


 

Следовательно, 

 ,B Av v   (2.3.3)  

т.е. скорости всех точек тела в каждый момент времени равны. 
Продифференцируем уравнение (2.3.3) по времени: 

B Adv dv

dt dt
 ,  

или 

,B Aa a  (2.3.4) 

т.е. ускорения всех точек тела в каждый момент времени равны.  
Теорема доказана. 
Из теоремы следует, что для изучения поступательного движения твер-

дого тела достаточно знать, как движется одна его точка, т.е. кинематика 
поступательного движения тела сводится к кинематике точки. 

 
 

2.3.2. Вращательное движение твердого тела. 
Угловые кинематические характеристики тела 

Вращательным называется такое движение твердого тела, при котором все 
его точки описывают окружности в плоскостях, перпендикулярных некоторой 
прямой. Эта прямая называется осью вращения тела. 
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Для определения положения тела 
(рис. 2.23) проведем через ось враще-
ния две плоскости – неподвижную 
плоскость I и связанную с телом плос-
кость II. Тогда положение тела будет 
определяться углом  между этими 
плоскостями. Угол  будем считать по-
ложительным, если он отложен от не-
подвижной плоскости в направлении 
пртив часовой стрелки (если глядеть от 
конца оси вращения к началу). Угол  
должен измеряться в радианах. Поло-
жение тела в любой момент времени 
определяется уравнением 

( )t   .  (2.3.5) 
Уравнение (2.3.5) – это закон 

вращательного движения тела. 
Кинематические характеристики 

вращательного движения тела должны отражать быстроту изменения угла 
поворота и показывать, происходит ли это изменение равномерно или нет. 
Для этого вводятся понятия угловой скорости и углового ускорения. 

Пусть за промежуток времени 1t t t    тело совершает поворот на 
угол 1    . Средняя угловая скорость 

cp t


 


. (2.3.6) 

Переходя к пределу, получаем угловую скорость тела в данный момент 
времени t: 

0
lim
t

d

t dt 

 
 


,  

d

dt


 . (2.3.7) 

Угловая скорость тела равна первой производной от угла поворота по 

времени. Если 0
d

dt


 , угол увеличивается, и вращение происходит против 

часовой стрелки. 

Размерность угловой скорости 
1рад[ ] время c

   , так как радиан – ве-

личина безразмерная. 

 
Рис. 2.23. Определение положения 

твердого тела  
при вращательном движении 
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Угловое ускорение характеризует изменение угловой скорости тела с 
течением времени. Если за промежуток времени 1t t t    угловая ско-
рость изменилась на величину 1   , то среднее угловое ускорение  

cp t


 


. (2.3.8) 

Переходя к пределу, находим угловое ускорение в данный момент вре-
мени: 

2

20
lim
t

d d

t dt dt 

  
   


,  

или 

.
d

dt


   (2.3.9) 

Угловое ускорение тела равно первой производной от угловой скоро-
сти по времени. Если   возрастает – ускоренное вращение. Если   убы-

вает – замедленное вращение. Размерность углового ускорения 

  -2
2

1
=с

c
  .  

 
 

2.3.3. Скорость и ускорение точки тела  
при вращательном движении 

Рассмотрим точку, находящуюся на рас-
стоянии R от оси. За промежуток времени 

1t t t    радиус R повернется на угол  

1    .  
Приращение дуговой координаты:  

 1s s s   .  

Средняя скорость точки М: 

 cp .
s R

v
t t

 
 
 

 

Переходя к пределу, получаем: 

( )ds d R d
v R R

dt dt dt

 
     ,  

или 

v R . (2.3.10) 

 

 
Рис. 2.24. К определению 

скорости точки  
при вращательном  
движении тела 
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Определим ускорение точки: 

2 2 2
2

.

.n

dv d
a R R

dt dt

v R
a R

R




   


   


 

Окончательно получаем: 

.a R     (2.3.11) 

2.na R   (2.3.12) 

 2 2 2 4
na a a R      .  (2.3.13) 

2.3.4. Частные случаи вращения 

1. Вращение с постоянной угловой скоростью const; 0.    

;

.

d

dt
d dt




  
 

Интегрируя, получаем: 

0 0

,
t

d dt



     

0 t     .  (2.3.14) 

Это закон равномерного вращения. 
Если тело делает n оборотов в минуту и 0 0,   то 60t     . В то же 

время 2 .n    Следовательно, 60 2 n   . Отсюда 
2

,
60

n
   

Окончательно получаем: 

 .
30

n
    (2.3.15) 

Это уравнение связывает  и n. 
2. Равнопеременное вращение, const.   

 
;

.

d

dt
d dt
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Здесь знак «плюс» соответствует ускоренному вращению, а знак «ми-
нус» – замедленному. 

Интегрируя, получаем: 

0 .t      (2.3.16) 

0 ;
d

t
dt


     

2

0 0 .
2

t
t


         (2.3.17) 

Уравнение (2.3.17) представляет собой закон равнопеременного вра-
щения. 

 
П р и м е р . Вал за 20 с при равноускоренном вращении сделал 100 

оборотов. Найти угловую скорость вращения в конце этого промежутка 
времени. 

Решение. Используем уравнение равнопеременного движения при 

0 00, 0.     

 

2

;
2

2 100.

t
 

   
 

Сопоставляя эти два выражения для угла поворота, находим: 

 
2

2 2 100 1
,

400
1

20 20 .

с

t
c

  
   

       
 

 

2.4. Векторные выражения для скоростей и ускорений точек 
при вращательном движении тела 

2.4.1. Векторы угловой скорости и углового ускорения 

Угловую скорость тела и угловое ускорение тела можно представить в 
виде векторов   и  . 

Вектор угловой скорости должен характеризовать: 
1) ось вращения; 
2) направление вращения; 
3) быстроту вращения. 
Условимся откладывать вектор угловой скорости вращения тела от лю-

бой точки оси вращения по этой оси, направляя его в ту сторону, откуда 
вращение нам будет представляться против хода часовой стрелки. 
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Модуль этого вектора равен значению угловой скорости , определяе-

мому по выражению .
d

dt


  

Вектор углового ускорения   характеризует изменение вектора угловой 

скорости в зависимости от времени: 
d

dt


  . Направление такого вектора 

совпадает с предельным направлением приращения  , а так как   имеет 
постоянное направление, то направление его приращения   совпадает с 
направлением самого вектора   при ускоренном вращении и противопо-
ложно   при замедленном вращении, т.е. вектор   направлен так, как по-
казано на рис. 2.26. 

 
Рис.2.25. Вектор угловой скорости направлен в ту сторону,  

откуда вращение представляется против хода часовой стрелки 

 
Рис.2.26. Ускоренное и замедленное вращение тела 
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Модуль   равен абсолютному значению углового ускорения: .
d

dt


   

Так как точкой приложения векторов   и   может быть любая точка оси, 
то векторы   и   называются скользящими.  

Пользуясь понятием векторов   и  , легко получить выражение для 
векторов скорости и ускорения точки тела при его вращательном движе-
нии. 

 

2.4.2. Скорость и ускорение точки 

Возьмем на оси вращения произвольную точку О и отложим от нее 
вектор  . Соединим точку М тела радиусом-вектором r  с точкой О. От-
ложим вращательную скорость v  точки М. 

Модуль вращательной скорости 

sinv R r     ,  

где  – угол между векторами   и r . 
Модуль векторного произведения 

sinr r    .  

Таким образом, модуль вращательной скорости 
v  и модуль векторного произведения r  равны 
между собой. 

Вращательная скорость v  направлена пер-
пендикулярно плоскости ОМD. Вектор, равный 
произведению r , направлен перпендикулярно 
плоскости, в которой лежат   и r ,  в сторону, от-
куда совмещение   с r  видно в направлении про-
тив часовой стрелки, т.е. направления v  и вектор-
ного произведения r  совпадают. 

Таким образом, векторы v  и r  имеют одинаковые величины и на-
правления, т.е. 

v = r   (2.4.1) 

Следовательно, вектор скорости точки при вращательном движении 
тела вокруг неподвижной оси равен векторному произведению вектора уг-
ловой скорости тела на радиус-вектор точки относительно любой точки 
оси вращения. 

Выведем формулы для вращательного и центростремительного уско-
рений. Продифференцируем выражение v = r : 

dv d dr
r

dt dt dt


    .  (2.4.2) 

 
Рис. 2.27. Вектор 
скорости точки 
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Учитывая, что ; ; ,
dv d dr

a r
dt dt dt


      перепишем уравнение (2.4.2) в 

виде  

( ).a r r        (2.4.3)  

Покажем, что первое слагаемое есть вектор касательного ускорения, а вто-
рое слагаемое – вектор нормального ускорения. 

 
а б 

 
Рис. 2.28. Векторы касательного и нормального ускорений:  

а – ускоренное вращение; б – замедленное вращение 

 
Модуль вращательного (касательного) ускорения 

sin .a R r         

Модуль векторного произведения 

sin .r r        

Следовательно, величины касательного ускорения и векторного произ-
ведения  r   равны между собой: 

a r    .  

Касательное ускорение a  направлено перпендикулярно плоскости тре-
угольника ОМД. Вектор, равный векторному произведению r  , направ-
лен перпендикулярно плоскости и  r  в сторону, откуда совмещение 
с r  должно быть в направлении против часовой стрелки, т.е. направле-
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ния касательного ускорения a  и вектора, равного векторному произведе-
нию r  , совпадают. Итак,  

a = r  . (2.4.4) 

Касательное ускорение точки твердого тела, вращающегося вокруг не-
подвижной оси, равно векторному произведению вектора угловой скоро-
сти тела и радиуса-вектора точки тела, отложенного от любой точки оси 
вращения. 

Модуль нормального (центростремительного) ускорения 
2 ( )na R R v       .  

Модуль векторного произведения 

  2( ) sin ,r v v v v R            ,  

т.е.  

.na v   

Вектор нормального ускорения направлен к оси вращения от точки М к D. 
Вектор, равный векторному произведению v , направлен перпендикулярно 
плоскости v  в сторону, откуда совмещение c v  видно в направлении 
против часовой стрелки, т.е. от т. М к центру. 

Следовательно, направления na  и v  совпадают. Итак, 

na =  v r    . (2.4.5) 

.na a a   (2.4.6) 

 

2.5. Плоское движение твердого тела 

2.5.1. Понятие плоского движения 

Плоским, или плоскопараллельным, движением твердого тела называ-
ется такое его движение, при котором все его точки движутся в плоско-
стях, параллельных некоторой неподвижной плоскости. 

Плоская фигура, образованная сечением тела этой неподвижной плоско-
стью Q, во все время движения остается в этой плоскости. Проведем перпен-
дикулярно к плоскости Q отрезок MM1M2 (рис. 2.28). Точка M1 движется в 
плоскости Q1, точка M2 – в плоскости Q2. При движении тела все точки сече-
ния s остаются в плоскости Q, следовательно, и отрезок M1M2 остается перпенди-
кулярным плоскости Q, т.е. остается параллельным своему начальному положе-
нию. Значит, перпендикуляр M1M2 движется поступательно, поэтому все его точ-
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ки описывают одинаковые траектории и имеют равные скорости и ускорения, т.е. 
СD  1 1C D  2 2C D , 

1 2
,M M Mv v v   

1 2
.M M Ma a a   

 
Рис. 2.29. Плоское движение тела 

 
Так как все точки перпендикуляра M1M2 

движутся одинаково, то достаточно знать, как 
движется точка М. Аналогично можно рассу-
ждать для любого другого перпендикуляра к 
сечению s в другой точке.  

Следовательно, при изучении движения 
твердого тела достаточно знать, как движется 
сечение s этого тела, образованное плос-
костью, параллельной некоторой неподвиж-
ной плоскости Q. 

Итак, изучаем движение плоской фигуры 
s. Положение плоской фигуры s в ее плоскости 

 
Рис. 2.29. Плоское движение 
тела идентично движению 

плоской фигуры 
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вполне определяется положением двух ее точек или положением  
отрезка АВ.  

Поэтому изучение плоского движения твердого тела сводится к изуче-
нию движения отрезка, лежащего в плоскости, параллельной той непод-
вижной плоскости, относительно которой тело описывает плоское движе-
ние. 

П р и м е р ы  плоского движения: 
1. Колесо катится по плоской кривой. 
2. Движение шатуна АВ кривошипно-шатунного механизма. 

  
Рис. 2.30. Качение колеса  

по плоской кривой  
Рис. 2.31. Движение шатуна  

кривошипно-шатунного механизма  

 

2.5.2.Уравнения плоского движения 

Чтобы описать плоское движение, на-
до описать движение отрезка AB. Это 
движение можно рассматривать как 
движение полюса (например точки А) и 
вращение отрезка вокруг полюса. Зада-
дим движение точки А: 

        1

2

( ),

( ).
A

A

X f t

Y f t


 

     (2.5.1) 

 Эти уравнения одновременно яв-
ляются и уравнениями поступательного 
движения тела. Направление отрезка AB 
определяется в зависимости от угла по-
ворота 3( )f t  , который откладывается, 
например, от линии, параллельной одной  
из осей. 

Итак, уравнения плоского движения: 

 
1

2

3

( ),

( ),

( ).

A

A

X f t

Y f t

f t

 
 
  

  (2.5.2)  

 
Рис. 2.33. Представление плоского 
движения как движения полюса  
и вращения вокруг полюса 
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Основными кинематическими характеристиками плоского движения 
являются скорость и ускорение поступательного движения. 

пост

пост

,

;
A

A

v v

a a

 
 

,  (2.5.3) 

а также угловая скорость и угловое ускорение вращательного движения 
тела: 

2

2

,

.

d

dt

d

dt

   


  


  (2.5.4) 

 

2.5.3. Разложение плоского движения фигуры  
на поступательное и вращательное 

Пусть плоская фигура переместилась из положения I в положение II 
(рис. 2.32). Покажем, что перемещение фигуры можно осуществить совокуп-
ностью двух движений – поступательного и вращательного. На рис. 2.32 пока-
зано, что в конечное положение А1В1 можно прийти путем сложения двух пе-
ремещений: 1 1AB A B  – поступательное перемещение, 1 1 1 1A B A B   – пово-

рот, или 1 1AB A B  – поступательное перемещение, 1 1 1 1A B A B   – пово-
рот. При этом углы поворота в обоих случаях одинаковы. 

 

 
1 2    

Рис. 2.32. Разложение плоского движения на поступательное и вращательное 
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Итак, перемещение плоской фигуры в ее плоскости в общем случае 
можно рассматривать как поступательное перемещение вместе с полюсом 
и поворот вокруг полюса. При этом поступательное перемещение зависит 
от выбора полюса, а величина угла поворота от выбора полюса не зависит. 

Движение плоской фигуры также можно рассматривать как совокуп-
ность поступательного движения и вращения. 

 
 

 

2.5.4. Теорема о скоростях точек плоской фигуры 

Т е о р е м а : скорость любой 
точки плоской фигуры равна геомет-
рической сумме скоростей: скорости 
полюса и скорости этой точки во 
вращательном движении вокруг по-
люса. 

Доказательство. Пусть т. О1 – 
неподвижная точка плоскости. 
Примем точку О плоской фигуры 
за полюс. Тогда  

0Ar r OA  .  
 (2.5.5) 

constOA  .  

 (2.5.6) 
Дифференцируя уравнение (2.5.6), получаем: 

 0 ,Adr dr dOA

dt dt dt
    (2.5.7) 

где ;A
A

dr
v

dt
   (2.5.8) 

0
0

dr
v

dt
 .  (2.5.8) 

Так как constOA  , а направление его при повороте фигуры вокруг т. 

О меняется, то производная 
dOA

dt
 представляет собой скорость точки А во 

вращательном движении вокруг полюса О: 

.AO
dOA

v
dt

   (2.5.10)  

 

 
Рис. 2.34. Радиусы-векторы, опреде-
ляющие положение точки А плоской 

фигуры 
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Радиус АО совершает вращательные движения вокруг точки О. При 
этом 

,

.
AO

OA

v OA

OA v

 


  

Следовательно, вращательная скорость точки А  
.AOv OA   

Вектор AOv  направлен перпендикулярно ОА в сторону вращения пло-
ской фигуры вокруг полюса О. 

Итак, 
.A O AOv v v    (2.5.11)  

Теорема доказана.  
Иллюстрация теоремы о сложении скоростей приведена на рис. 2.35. Здесь 

Av  – диагональ параллелограмма, построенная на 0v  и AOv  как на сторонах. 

 
 

Рис. 2.35. Иллюстрация теоремы о сложении скоростей 

 

2.5.5. Теорема о проекциях скоростей точек плоской фигуры 

Т е о р е м а : проекции скоростей двух точек плоской фигуры на ось, 
проходящую через эти точки, равны.  

Доказательство. Пусть известна скорость Bv  точки B. Примем точку В 
за полюс. Тогда на основании теоремы о сложении скоростей запишем 

.A B BAv v v   
Спроецируем это уравнение на линию АВ: 

  ( ) ( ) .A B AB BA ABAB
v v v    (2.5.12) 

Но ,BAv AB следовательно, ( ) 0.BA ABv   Тогда 

   ( ) .A B ABAB
v v   (2.5.13) 
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Рис. 2.36. Иллюстрация теоремы  

о проекциях скоростей двух точек плоской фигуры 

Аналогичным будет решение и для любой другой точки прямой АВ, 
например точки С (рис. 2.36):   ( ) .A C ABAB

v v  

 

2.5.6. Мгновенный центр скоростей 

Мгновенным центром скоростей называется точка сечения s или его 
продолжения, скорость которой в данный момент времени равна нулю. 

Пусть в некоторый момент времени t точки А и В сечения s имеют ско-
рости Av  и Bv .  

 

 
Рис. 2.37. Определение мгновенного центра скоростей 

 
Тогда точка P, лежащая на пересечении перпендикуляров к Av  и Bv  и 

будет мгновенным центром скоростей ( 0)Pv  . В самом деле, если 0Pv  , 
то согласно теореме о проекциях ( ) ( ) 0P AP A APv v  , т.е. Pv AP  или 

0Pv  . В то же время ( ) ( ) 0P BP B BPv v  , т.е. Pv BP , или 0.Pv   Так как 

Pv  не может быть одновременно перпендикулярен AP и BP, то 0Pv  . 
Пусть т. P –  полюс, тогда 

,C P CPv v v   
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но  
 0,Pv   

следовательно, 
 .C CPv v   (2.5.14) 

Т.е. скорость любой точки тела равна ее скорости при вращательном дви-
жении вокруг мгновенного центра скоростей (МЦС). 

Величина этой скорости 
CPv CP  .  (2.5.15) 

Т.е. скорости точек тела пропорциональны расстояниям до МЦС. 
П р и м е р ы  определения МЦС. 

 

0 ;

;

...
B

E

v

R
v BP

v EP



 
 

 

02 2 .Kv R v    

 
 
 
 
 

 
;

.

A
AB

B AB

v

AP
v BP

 

  
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

2.5.7. Определение ускорений точек тела при плоском движении 

Плоское движение твердого тела можно рассматривать как сово-
купность двух движений: поступательного движения тела вместе с полю-
сом и его вращения вокруг полюса. 

 
Рис. 2.38. МЦС катящегося колеса 

 
Рис. 2.39. МЦС шатуна  

кривошипно-шатунного механизма 
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Т е о р е м а : ускорение любой 
точки плоской фигуры равно гео-
метрической сумме ускорения по-
люса и ускорения этой точки во 
вращательном движении этой фи-
гуры вокруг полюса. 

Доказательство. Рассмотрим 
движение плоской фигуры S в своей 
плоскости или движение отрезка АВ.  

 
Как известно, 

 B A BAv v v  ,  (2.5.16) 

где BAv AB  . 
Продифференцируем уравнение (2.5.16) по времени: 

 B A BAdv dv dv

dt dt dt
    (2.5.17) 

Но B
B

dv
a

dt
 , A

A
dv

a
dt

 , BA
BA

dv
a

dt
 . Т.е. уравнение (2.5.17) можно перепи-

сать в виде: 

 B A BAa a a  . (2.5.18) 

Теорема доказана. Рассмотрим подробнее последнюю производную из 
выражения (2.5.17): 

( )

( ) .

BA AB
BA

r n
BA BA

dv d BA d d BA
BA BA v

dt dt dt dt

BA BA a a

  
          

       
 

или 
.r n

BA BA BAa a a    (2.5.19) 
Величины касательного и нормального ускорения определяются из со-

отношений: 
 BA ABa AB    ,  (2.5.20) 

 2n
BA ABa AB   .  (2.5.21) 

Таким образом, ускорение точки В удобно определять с помощью со-
отношения 

 n
B A BA BAa a a a   .  (2.5.22) 

 

 
Рис. 2.40. Скорость точки В и полюса А 
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Если одна (А или В) или обе точки совершают движение по окружно-
сти (или по кривой), то уравнение (2.5.22) решают в виде: 

 n n
B A A BA BAa a a a a     ,  (2.5.22а) 

или  n n
B B A BA BAa a a a a     ,  (2.5.22б) 

или  n n n
B B A A BA BAa a a a a a       .  (2.5.22в) 

Неизвестное ускорение находят, проецируя уравнение (2.5.22) на коор-
динатные оси. 

 Теорему о сложении ускорений иллюстрирует рис. 2.41. 
 

 
 

Рис. 2.41. Определение ускорения точки В через ускорение полюса А 

 

П р и м е р  1. Наити ускорение ползуна кривошипно-шатунного меха-
низма и угловое ускорение шатуна в момент, когда ОААВ. 

 Дано: 
1

4 constОА с
   , 

ОА=10 см, 
АВ=17,32 см. 
Найти: , .B ABa   

Решение: 
4 10 40 см/с.A OAv OA       
40 1

1,333 .
30 с

A
АВ

АВ

v

АП
     

n n
В А A BA BAа а a a a     ,                    ( ) 

2 216 10 160 cм/cn
A A OAa a OA       , 

2 2

0;

16
17,32 30,79 см/с .

9

А

n
ВА АВ

а

а АВ
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Рис. 2.42.Определение ускорения ползуна 

 
Проецируем уравнение ( ) на координатные оси: 
на ось х: 

cos30 0 0 0.n
В BAа a      

230,79
35,555 см/с .

0,866cos30

n
BA

B
a

a        

на ось y: 

sin30 0 0 .В A BAа a a       

sin 30 35,555 0,5 160 142,222 cм/с.BA B Aa a a         

2

142,222 1
8,211 .

17,32 с
ВА

АВ
а

АВ
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Геометрическая проверка. Для проверки построим векторный много-
угольник ускорений по уравнению (*) (рис. 2.43). 

 

 
 

 Рис. 2.43. Графическая проверка  

П р и м е р  2 . Определить ускорение точки В и угловое ускорение зве-
на АВ механизма. 

 Дано: 
О1А=20 см 
АВ =20 см 
О2В=10 см 

1

1
2
сО А   

1 2

1
3 .
сО А   

Найти: ,В АВа   

 
Рис. 2.44. Определение ускорения точки В механизма 
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Решение: скорость точки А  

1 1 2 20 40 см/с.A O Av O A       

Проведя перпендикуляры к скоростям точек А и В, найдем МЦС звена 
АВ. Угловая скорость этого звена 

40 1
1 .

40 с
A

АВ
АВ

v

АП
     

1 20 1,732 34,64 см/сB AB АВv BП       .  

2
2

34,64 1
3,464 .

10 c
B

О В
v

O B
     

n n n
B B A A BA BAa a a a a a         ( ) 

2

2 2
2 2

см
3,464 10 119,993 .

с
n
В О Ва О В       

1

2 2
1 4 20 80 см/сn

А О Аа О А       

1

2
1 3 20 60 см/сА О Аа О А        

2 21 20 20 см/сn
ВА АВа АВ       

Проецируем уровнение (**) на координатные оси: 
на ось х: 

0 cos60 cos30 0,n n
В А A BAа а a a          

 280 0,5 60 0,866 20 71,96 см сВа
       ;  

на ось y: 

0 sin 60 sin30 0 .n n
В A A BAа a a a            

 280 0,866 60 0,5 119,993 80,713 см/сВАа
        ,  

 2 2 2( ) ( ) 139,4 см/сn
В В Bа а a   ,  

280,713
4,036 1 / с

20
ВА

АВ
а

АВ



    .  

Геометрическая проверка. 
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Рис. 2.45. Графическая проверка 

 
 

2.6. Сложное движение точки 

2.6.1. Понятие о сложном движении точки 

До сих пор мы рассматривали движение точки или тела по отношению 
к одной системе отсчета. Однако в ряде случаев оказывается целесообраз-
ным рассматривать движение точки по отношению к двум и более систе-
мам отсчета, движущимся относительно друг друга. Движение, совершае-
мое при этом точкой (или телом) называется составным или сложным. В 
простейшем случае сложное движение точки состоит из относительного и 
переносного. 

П р и м е р ы  сложного движения: 
 

 
 

Рис. 2.46. Шар, катящийся по кузову  
движущегося грузового автомобиля 
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Рис. 2.47. Шарик, падающий  
в движущемся вагоне  

Рис. 2.48. Лодка, пересекающая реку 

 

 
 

Рис. 2.49. Человек, идущий по эскалатору 

 

 
 

Рис. 2.50. Точка, движущаяся по диагонали вращающейся рамки 



 109

Определим понятия относительного, переносного и абсолютного дви-
жений. Пусть имеются две системы отсчета, движущиеся относительно 
друг друга. Если одну из этих систем O1x1y1z1 принять за неподвижную, то 
вторая система Oxуz будет двигаться относительно первой. 
Движение точки относительно подвижной системы отсчета Oxуz на-

зывается относительным. Скорость и ускорение точки в относительном 
движении называют относительной скоростью отнv  и относительным уско-
рением отна . 

 

 
 

Рис. 2.51. Положение точки относительно двух систем координат  

 
Движение точки относительно неподвижной системы отсчета Oxуz 

называется абсолютным или сложным. Траектория, скорость и ускорение 
этого движения называются абсолютными траекторией, скоростью и уско-
рением абс абс,v а , или ,v а  (без индексов). 

Движение, совершаемое подвижной системой отсчета Oxуz и всеми 
неизменно связанными с ней точками пространства по отношению к не-
подвижной системе отсчета O1x1y1z1 является для точки М переносным 
движением. Скорость и ускорение той точки m, которая неизменно связана 
с подвижными осями Oxуz и с которой в данный момент совпадает движу-
щаяся точка М, называются переносными скоростью пepv  и ускорением 

пepа  точки. 
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Относительное движение точки определяется радиусом-вектором r , 
положение точки относительно неподвижной системы отсчета – радиусом-
вектором 1r . Переносное движение точки складывается из вектора 0r  (ха-
рактеризующего движение полюса), определяющего положение начала ко-
ординат подвижной системы отсчета и постоянного по величине вектора 
r , скрепленного с подвижной, вращающейся вокруг точки О системой ко-
ординат Oxуz. 

 

2.6.2. Теорема о сложении скоростей 

Т е о р е м а . Абсолютная скорость точки равна геометрической сум-
ме переносной и относительной скоростей. 

Во все время движения точки радиусы-векторы 1r , 0r  и r  связаны зави-
симостью 

1 0r r r  ; (2.6.1) 

здесь r xi yj zk    (2.6.2) 

 
Вектор абсолютной скорости точки М 

1 .
dr

v
dt

   (2.6.3) 

Дифференцируя выражение (2.6.1) с учетом (2.6.2), получаем: 

1 0dr dr di dj dk dx dy dz
v x y z i j k

dt dt dt dt dt dt dt dt
         
 

. (2.6.4) 

Производная от каждого ор-
та по времени представляет со-
бой линейную скорость точек, 
для которой орт является радиу-
сом-вектором: 

.D
dk

v
dt

     (2.6.5) 

Движение подвижной сис-
темы вокруг точки О – серия вра-
щений вокруг мгновенных осей 
вращения. Тогда линейную ско-
рость Dv  можно записать в виде: 

пepDv k   ,  (2.6.6) 

 
Рис. 2.52. Скорость конца  

единичного орта 
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или  

 пep
dk

k
dt

   . (2.6.7) 

Следовательно, 

пep ;
dj

j
dt

     (2.6.9) 

пep .
di

i
dt

     (2.6.10) 

Выражение в скобках уравнения (2.6.4) – это относительная скорость 

отн
dx dy dz

i j k v
dt dt dt

      .  (2.6.11) 

Первое слагаемое в правой части уравнения (2.6.4) – это скорость точ-
ки О: 

0
0v

dr

dt
 ;  (2.6.12) 

Итак, 

0 пep отн( )v v xi yj zk v       ,  (2.6.13) 

или 

 0 пep отн( )v v r v     .  (2.6.14) 

Выражение в скобках из (2.6.14) представляет собой скорость точки, 
неподвижно связанной с той точкой подвижной системы отсчета, с кото-
рой в данный момент совпадает движущаяся точка М, т.е. переносную ско-
рость точки: 

пep 0 пepv v r    , (2.6.15) 

следовательно, 

пep отнv v v   (2.6.16) 

т.е. абсолютная скорость точки равна геометрической сумме отно-
сительной и переносной скоростей. 
 

 
Рис. 2.53. Иллюстрация теоремы о сложении скоростей 
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Величину абсолютной скорости (рис. 2.54) можно вычислить по фор-
муле 

2 2
абс пep отн пep отн пep отн2 cos ,v v v v v v v

      
 

. (2.6.17) 

П р и м е р . Рамка вращается 
по закону 22t   рад. По диа-
гонали рамки от положения А дви-
жется точка М по закону 

2sin (м)
6

t
AM s


  . 

Определить абсолютную ско-
рость точки в момент времени t = 1 с. 

Решение. Рамка – подвижная 
система отсчета.  

2 0,5 1s     м .  

отн 2 cos 0,906
6 6

ds t
v

dt

 
    м / с .  

пep
1

4 4 .
c

d
t

dt


     

пep пep 4 1 sin 45 2,828v R         м / с .  

2 2 2 2
пep отн пep отн пep отн2 cos90 2,97v v v v v v v        м / с .  

 
 

2.6.3. Сложение ускорений в сложном движении 

Т е о р е м а . В случае непоступательного переносного движения абсо-
лютное ускорение точки равно геометрической сумме переносного, отно-
сительного и кориолисова ускорений. 

 
Относительное движение:  

 
постоянные  - , , ;

переменные - , , .

i j k

x y z





 

 
 

 
Рис. 2.54. Абсолютная скорость точки М 
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Переносное движение: 

 
1

постоянные - , , ;

переменные - , , ,

,

направление   .

O O

OM

x y z

i j k

r

r




 
 

 

Выражения для радиуса-вектора точки и абсолютной скорости: 

 
1 1

абс

( ).

.

O O OM O O

O

r r r r ix jy kz

dr di dj dk dx dy dz
v v x y z i j k

dt dt dt dt dt dt dt

     

            
  

 

Дифференцируя последнее уравнение по времени, получаем: 

 

2 2 2
абс

абс( ) 2 2 2

2 2 2

2 2 2 2 .

O
М

dv dv d i d j d k
a x y z

dt dt dt dt dt

d x d y d z di dx dj dy dk dz
i j k

dt dt dt dt dt dtdt dt dt

 
      

 
   

        
  

 (2.6.18) 

Производные от единичных векторов , ,i j k  вычисляем по сле-
дующим формулам: 

пep ,
di

i
dt

     (2.6.19) 

    
2

пep пep пep пep .
d i d

i i i
dt dt

             (2.6.20) 

Выражение в первой скобке уравнения (2.6.18): 
2 2 2 2

2 2 2 2

0 пep пep пep пep( ) .

O

OM OM o MO

d v d i d j d k
x y z

dt dt dt dt

a r r a a a

 
    

 
           

  (2.6.21) 

Выражение во второй скобке уравнения (2.6.18):  
2 2 2

отн отн отн
отн2 2 2 .yx z

d x d y d z
i j k a i a j a k a

dt dt dt
        (2.6.22) 

Выражение в третьей скобке уравнения (2.6.18): 

 
пep пep пep

отн отн отн
пep пep отн кop

2

2 ( ) 2 .x y z

dx dy dz
i j k

dt dt dt

v i v j v k v a

          
 

        
  (2.6.23) 

Это ускорение называют дополнительным или кориолисовым ускоре-
нием. 



 114

Таким образом, абсолютное ускорение точки М является геометриче-
ской суммой трех ускорений: 

абс
абс пep отн кор

dv
a a a а

dt
    .  (2.6.24) 

Теорема доказана. 
Величина кориолисова ускорения равна модулю векторного произве-

дения пep отн2 v : 

 кop пep отн отн2 sin( , )a v v    .  (2.6.25) 

Кориолисово ускорение есть результат: 
1) изменения переносной скорости за счет относительного движения; 

2) изменения относительной ско-
рости за счет переносного движения. 

Направление кориолисова ускоре-
ния определяется по следующему пра-
вилу: отнv  проецируется на плоскость, 
перпендикулярную оси переносного 
вращения, и поворачивается на 90 в 
сторону вращения – это и есть направ-
ление акор. 

Кориолисово ускорение равно нулю 
( кор 0a  ) в трех случаях: 

1) переносное движение – посту-
пательное движение  пep 0  ; 

2) при относительном покое (vотн=0); 
3) пep отнv  . 

 

2.6.4. Природа кориолисова ускорения 

Рассмотрим движение точки по радиусу 
вращающейся платформы. 

Проанализируем значения скоростей точки 
в двух положениях платформы. Скорость отно-
сительного движения точки отнv  изменилась за 
счет переносного движения, скорость перенос-
ного движения пepv  – за счет относительного 

движения; это взаимное влияние переносного 
движения на относительную скорость и относи-
тельного движения на переносную скорость и 
вызывает кориолисово ускорение. 

 

 
Рис. 2.55. Определение 

направления ускорения Кориолиса 

 
Рис. 2.56. Изменение относи-

тельной скорости  
в переносном движении и изме-
нение переносной скорости в 
относительном движении 
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П р и м е р .  Точка движется по гипотенузе АС треугольника АВС  
(рис. 2.57) по закону 22s t  см. Треугольник вращается вокруг катета АВ с 

постоянной угловой скоростью 
1

3
c

 . Найти абсолютное ускорение т. М 

при t=2 c. 
 

 
 

Рис. 2.57. Определение абсолютного ускорения точки 

При t=2 c  имеем: s=AM=8 cм, vотн=4t=8 см/с,  
vпер=R= 34=12 см/с, 

2отн
отн

2 2
пер пер

2
кop пер отн

4 см/с ;

9 4 36 см/с .

2 sin( , ) 2 2 12sin30 24 см/с ;

п

dv
a

dt

а а R

a v v

 

     

       

 

 

2
кop

0 2
пep отн

2
отн

2 2 2 2 2 2

2

24 см/с ;

sin30 36 4 0,5 34 см/с ;

cos30 4 0,866 3,464 см/с ;

24 34 3,464

576 1156 12 41,76 см/с .

x

y

z

x y z

a a

a a a

a a

a a a a
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2.7. Сферическое движение твердого тела 

2.7.1. Уравнения движения 

Пусть одна точка тела во все время движе-
ния остается неподвижной. Тогда все осталь-
ные точки могут двигаться по сферическим 
поверхностям, центры которых совпадают с 
неподвижной точкой. Такое движение тела на-
зывают сферическим, например движение 
волчка (рис. 2.58). 

Для определения положения тела в любой 
момент времени воспользуемся двумя систе-
мами осей координат: неподвижной системой 
OX1Y1Z1 и подвижной, т.е. связанной с телом, системой координат OXYZ  
с общим началом координат в неподвижной точке О. 

Положение тела можно определить с помощью трех углов:  
1) угла  между осями ОХ и ОJ, который лежит в плоскости, перпен-

дикулярной оси 1Z ; 

2) угла  между осями ОZ и OZ1, который лежит в плоскости, перпен-
дикулярной линии OJ; 

3) угла  между осями ОJ и ОХ, который лежит в плоскости, перпенди-
кулярной оси Z. 

 
Рис. 2.59. Определение положения тела с помощью трех углов Эйлера 

 

 
Рис. 2.58. Движение 

волчка – пример сфери-
ческого движения 
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Углы положительны, если, глядя навстречу осям Z1, OJ, Z, можно ви-
деть эти углы отложенными от осей X1, Z1, J в сторону, противоположную 
вращению часовой стрелки. 

Заданием углов ,  и  однозначно определяется положение тела. Уг-
лы ,  и  называют эйлеровыми углами. Названия углов заимствованы 
из астрономии, а именно: 

 угол  – угол прецессии; 
 угол  – угол нутации;  
 угол  – угол собственного вращения. 
При прецессии ось Z описывает коническую поверхность, одновремен-

но она может совершать нутационные колебания. 
При движении тела углы ,  и  непрерывно изменяются во времени, 

поэтому функции 

 
1

2

3

( ),

( ),

( );

f t

f t

f t

  
  
  

  (2.7.1) 

называют уравнениями сферического движения твердого тела. 
 
 

2.7.2. Определение скоростей и ускорений точек тела 

При сферическом движении ось вращения 
тела постоянно изменяет свое положение и по-
этому называется мгновенной осью вращения. 
Скорости точек твердого тела определяются 
как их вращательные скорости при вращении 
вокруг мгновенной оси: 

 .v r    (2.7.2) 

Модуль векторного произведения  

sinr r h v        ,  (2.7.3) 

т.е. равен модулю вектора скорости, а направ-
ление вектора, равного векторному произведе-
нию r , как и вектора скорости v , перпен-
дикулярно плоскости ( , r ). 

Ускорение точки М найдем, дифференци-
руя выражение для скорости 

.
dv

a r v
dt

        (2.7.4) 

 
Рис. 2.60. Определение 
скорости в сферическом 

движении 
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Здесь первое слагаемое – касательное ускорение, второе слагаемое – 
нормальное ускорение (рис. 2.61), т.е. 

 .na a a    (2.7.5) 

 
Рис. 2.61. Определение ускорения в сферическом движении 

 
Рис. 2.62. Угловое  

ускорение в сфериче-
ском движении 

Определим направление векторов   и a . Век-
тор   занимает предельное положение вектора   
(рис. 2.62): 

cp ,
t


 


   (2.7.6) 

.
d

dt


     (2.7.7) 

Вектор a  направлен перпендикулярно плос-

кости , r  в сторону, откуда ближайшее совмеще-
ние   с r  путем поворота на наименьший угол ви-
дится против часовой стрелки. 

             sin .a r r            (2.7.8) 

            
2

( )

sin ,

sin .

na r v

v v

r h

     

    

     

    (2.7.9) 

 2 2 2 cos ( ).n n na a a a a a a  
       (2.7.10) 
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2.8.  Общий случай движения твердого тела 

Любое движение твердого тела можно представить как совокупность 
поступательного движения тела вместе с полюсом О и сферического дви-
жения вокруг полюса. 

Система 1 1 1OZ Y X  поступательно движется относительно системы 
O2X2Y2Z2. Система координат OXYZ движется вместе с телом. 

Положение полюса можно определить по трем уравнениям: 

2 1

2 2

2 3

( ),

( ),

( ).

x f t

y f t

z f t

 
 
 

  (2.8.1) 

 
Рис. 2.63. Определение положения тела в общем случае движения 

Положение тела по отношению к полюсу и осям OX1Y1Z1 определяется 
тремя углами Эйлера 

4

6

6

( ),

( ),

( ).

f t

f t

f t

  
  
  

  (2.8.2)  

То есть всего мы имеем 6 уравнений движения свободного тела. 
Выражение для скорости точки М получим, дифференцируя выражение 

для радиуса-вектора: 

2
,O O OMr r r    (2.8.3) 

где const.OMr    (2.8.4) 

Получим: 

0 ,MOv v v    (2.8.5) 
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или 

0 .OMv v r     (2.8.6) 

Дифференцируя выражение для скорости, получим соотношения для 
ускорения точки М тела: 

0 ( )a a r r       .  (2.8.7) 

Контрольные вопросы 

1. Что называется скоростью точки? 
2. Что называется ускорением точки? 
3. Какие существуют способы кинематического задания движения 

точки? 
4. Как вычисляются скорость и ускорение точки при том или ином 

способе задания движения? 
5. Каковы признаки поступательного движения тела? 
6. Какое движение тела называется вращательным? 
7. По каким формулам определяются угловая скорость и угловое уско-

рение? 
8. По каким формулам определяются скорость и ускорение точки при 

вращательном движении? 
9. Какое движение твердого тела называют плоским или плоскопарал-

лельным? 
10. Как определяется скорость любой точки плоской фигуры через ско-

рость полюса? 
11. В чем заключается суть теоремы о проекциях скоростей двух точек 

плоской фигуры на линию, соединяющую эти точки? 
12. Что такое «мгновенный центр скоростей» плоской фигуры?  
13. Как определяется ускорение точки плоской фигуры?  
14. Когда движение точки называют сложным? 
15. Каковы признаки относительного, переносного и абсолютного дви-

жений точки? 
16. Как вычисляется скорость точки в сложном движении? 
17. Как вычисляется ускорение точки в сложном движении?  
18. Какова природа ускорения Кориолиса? 
19. Как определяется направление ускорения Кориолиса? 
20. С помощью каких параметров определяют положение тела в сфери-

ческом движении? 
21. Сколько систем декартовых координат требуется для описания по-

ложения тела в общем случае его движения?  
22. По каким формулам можно определить скорость и ускорение точки 

тела в сферическом движении и в общем случае движения?  
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3. ДИНАМИКА 

3.1. Основные понятия и законы динамики 

3.1.1. Основные понятия и определения 

Динамикой (от греческого dinamicos – относящийся к силе) называется 
раздел теоретической механики, в котором изучается движение тел в зави-
симости от действующих на них сил.  

Материальная точка – тело любой формы, размерами которого в дан-
ной задаче можно пренебречь. 

Сила F  – мера механического взаимодействия 
тел. Сила характеризуется величиной, направлением 
и точкой приложения. В динамике силы могут быть 
переменными по модулю и направлению. 

Кроме того, в динамике силы оцениваются по 
вызванным ими изменениям характеристик движения 
материальных объектов. 

Масса т – количественная мера инертности по-
ступательного движения тела. В классической механике т =const, [m]=кг. 

Скорость v  - вектор, характеризирующий быстроту изменения коор-
динат точки по времени, [v]=м/с. 

Ускорение а  – вектор, характеризующий быстроту изменения скорости 
точки по величине и направлению, [a]=м/с2. 

Закон движения – уравнение, согласно которому происходит движение 
материальной точки (или тела). 

Ряд других понятий динамики будет сформулирован в процессе изло-
жения соответствующих разделов.  

 

3.1.2. Основные законы динамики 

Законы динамики в систематическом виде впервые сформулировал И. 
Ньютон. Приведем эти законы в современной трактовке. 

1. Закон инерции. Материальная точка сохраняет состояние покоя 
или равномерного прямолинейного движения до тех пор, пока действие 
других тел не изменит это состояние. 

Первый закон установлен Галилеем. Он характеризует стремление те-
ла сохранять неизменной скорость своего движения. Это свойство тела 
называется инертностью. 

 
Рис. 3.1. Действие 

силы на тело 
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2. Основной закон динамики. Ускорение ма-
териальной точки пропорционально приложенной к 
ней силе и имеет одинаковое с ней направление. 

                         ma F .         (3.2.1) 

Коэффициент пропорциональности т назы-
вается инертной массой тела. Массу тела можно 
определить через вес тела и ускорение свободного 
падения: 

, .
G

mg G m
g

   

Поскольку масса измеряется в килограммах, а ускорение – в метрах в 
секунду, то единица силы составляет: 

2

2

1 H=1 кг×1м/с ,

кг×м
Н= .

с

 

3. Закон равенства действия и противодейст-
вия. Всякому действию одного тела на другое соот-
ветствует равное и противоположно направленное 
противодействие. 

Этот закон устанавливает, что при взаимодейст-
вии двух тел силы взаимодействия, приложенные к 
каждому из них, равны по величине и противопо-
ложно направлены по одной прямой. 

Эти силы не образуют уравновешенной системы 
сил, так как они приложены к разным телам. 

4. Закон независимости действия сил.  Несколько одновременно дей-
ствующих на точку сил сообщают ей такое ускорение, какое сообщила бы 
ей одна сила, равная их геометрической сумме. 

Пусть на точку действуют силы 1 2, ,..., nF F F  (рис. 3.4). Каждая из них в 
отдельности сообщает точке ускорения 

1 1

2 2

3 3

,

,

,

............,

.n n

a m F

a m F

a m F

a m F




 
 


 

  (3.2.2) 

 
Рис. 3.2. Направление 

действующей  
на точку силы совпа-
дает с направлением 

сообщаемого  
ей ускорения 

 
Рис. 3.3. Равенство 
действия и противо-

действия 
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Согласно четвертому закону 

1 2 ... ,nam F F F      (3.2.3) 

или 

1 2 .... .nam a m a m a m      (3.2.4) 

Сокращая массу, получаем: 

1 2 3 ... na a a a a     .  (3.2.5) 

Четвертый закон динамики равносилен утверж-
дению, что ускорение а , получаемое точкой от од-
новременного действия всех сил, равно геометри-
ческой сумме ускорений, сообщаемых ей каждой 
силой в отдельности.  

Законы динамики справедливы для инерциальных систем отсчета или 
абсолютно неподвижных систем отсчета. Для большинства технических 
задач такой системой можно считать связанную с Землей систему коорди-
нат. 

 
 
 

3.2. Дифференциальные уравнения движения точки 

3.2.1. Дифференциальные уравнения движения точки  
в декартовой системе координат 

Согласно второму закону динамики, записанному в виде равенства 
(3.2.3): 

1 2 ... ,nтa F F F      (3.3.1) 
или  

kma F . (3.3.2) 

Это уравнение называют основным уравнением динамики. 
Проецируя это уравнение на декартовы координатные оси, получаем: 

1 2 ... ,

,

.

х х х nх kх

y ky

z kz

тa F F F F

тa F

тa F

     
 








  (3.3.3) 

Проекции ускорений равны вторым производным от соответствующих 
функций координат по времени: 

, , .х y zа x а y a z       (3.3.4)  

 

 
Рис. 3.4. Сложение сил 

и ускорений 
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Тогда 

,

,

.

kх

ky

kz

mx F

my F

mz F

 
 














  (3.3.5)  

Уравнения (3.3.5) называются дифференциальными уравнениями дви-
жения материальной точки в декартовой системе координат. 

 

 
Рис. 3.5. Движение точки в декартовой системе координат 

 

3.2.1. Дифференциальные уравнения движения точки  
в естественной системе координат 

Если используется естественная система ко-
ординат М nb  (рис. 3.6), то уравнения проек-
ций будут иметь вид 

                 

,

,

0 ;

k

n kn

kb

mа F

mа F

F

  
 
 





          (3.3.6)  

где                                ,
dv

а
dt     (3.3.7)  

                     
2

,n
v

a 


              (3.3.8)  

                      0.ba                 (3.3.9)  

 

 
 

Рис. 3.6. Движение точки в ес-
тественной системе координат 
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3.3. Две основные задачи динамики 

3.3.1. Первая задача динамики 

Зная массу т точки и уравнения ее движения 1( )x f t , 2 ( ),y f t  

3( )z f t , найти модуль и направление равнодействующей сил, приложен-
ных к точке (или определить какую-либо неизвестную силу, действующую 
на точку). 

Эта задача легко решается так: 

,

,

;

x

y

z

F mx

F my

F mz


 
 





  (3.3.10) 

или  
2

1
2

2
2

2

2
3

2

,

,

.

z

y

z

d f
F m

dt

d f
F m

dt

d f
F m

dt


 




 



 


  (3.3.11) 

Величина силы определяется из уравнения 
2 2 2

x y zF F F F   ,  (3.3.12) 

а направление – с помощью направляющих косинусов: 

cos( ) , cos( ) , cos( )yx z
FF F

F i F j F k
F F F

     .  (3.3.13) 

П р и м е р .  Уравнения движения точки имеют вид: cos ,x a kt  
siny b kt . Определить равнодействующую приложенных к точке сил. 
Решение. Определим траекторию 

точки. Преобразуем уравнения движения 
следующим образом: / cos ,x a kt  

/ siny b kt . 
Возводя обе части каждого уравнения 

в квадраты и складывая уравнения, полу-
чим: 

2 2

2 2 1
x y

a b
  .   

 
Рис. 3.7. Искомая сила,  
направленная к центру 
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Т.е. траектория точки – эллипс, центр которого совпадает с началом 
координат. 

Дифференцируя заданные уравнения движения точки дважды по вре-
мени, найдем проекции вектора ускорения: 

2 2

2 2

cos ,

sin .

x ak kt k x

y ak kt k y

   

   




 

Согласно системе (3.3.10) дифференциальные уравнения движения ма-
териальной точки можно записать в виде 

,

.
x

y

F mx

F my

 
 


  

Следовательно, модуль силы, действующей на точку, 

2 2 2 2 2 2 .F m x y mk x y mk r       

Косинусы углов наклона силы к осям координат: 
2

2

2

2

cos( ) ,

cos( ) .

x

y

F k mx x
F i

F rmk r
F k my y

F j
F rmk r






   


   

 

Отсюда можно заключить, что сила F  направлена по радиусу r к нача-
лу координат. 

 

3.3.2.Вторая задача динамики 

По заданной массе и действующей на точку силе определить движение 
точки. 

Дано: m, F. 
Найти: x, y, z. 
Решение. Так как силы, действующие на точку, могут быть перемен-

ными, то ( , , , , , , )F f t x y z x y z     

,

,

.

x

y

x

mx F

my F

mz F

 



 





  (3.3.14) 

Для определения из (3.3.14) уравнений движения  x, y и z необходимо 
дважды проинтегрировать каждое диффере-нциальное уравнение системы. 
При интегрировании трех уравнений 2-го порядка появится шесть посто-
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янных интегрирования. Значения этих постоянных определяются по на-
чальным условиям: при t=0 

0 0 0 0 0 0, , , , ,x x y y z z x x y y z z           .  (3.3.15) 

С1, …, С6 являются функциями  0 0,..., .f x z  Следовательно, 

 
 
 

1 0 0 0 0 0 0

2 0 0 0 0 0 0

3 0 0 0 0 0 0

, , , , , , ,

, , , , , , ,

, , , , , , .

x f t x y z x y z

y f t x y z x y z

z f t x y z x y z







  

  

  
  (3.3.16) 

 

3.3.3. Интегрирование дифференциальных уравнений движения  
при постоянных силах 

Интегрирование рассмотрим на примере движения тела, брошенного 
под углом к горизонту. Определим уравнения этого движения. 

 

 
 

Рис. 3.8. Движение тела, брошенного под углом к горизонту 

Дано: начальная скорость – v0, угол наклона начальной скорости к  
оси x – . 

Найти: уравнения движения, высоту подъема Н, дальность полета L. 
Решение: при t = 0  

0 00, 0, cos , sin .x уx у v v v v       

Дифференциальные уравнения движения  

,kx

kу

mx F

mу F

 










 

для данной задачи примут вид 

0,

.

mx

mу mg
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Или после сокращения на массу: 

0,

.

x

у g


  




  (А) 

Интегрируем дважды первое уравнение системы (А): 

1

1 2

,

.

x c

x c t c


  


 

Постоянные интегрирования определяем с помощью начальных усло-
вий: при t = 0  

00, cos .xx v v    

Получаем: 

0 1

1 2

cos ,

0 0 .

v c

c c

 
   

 

Отсюда 1 0 2cos , 0.c v c    Уравнения движения относительно оси х 
примут вид 

0

0

cos ,

cos .

x v

x v t

 
 


 

Интегрируем дважды второе уравнение системы (А): 

3

,

,

,

у

у

у

dv
у g

dt
dv gdt

v gt c

  

 

  



 

3

2

3 4

,

.
2

у gt c

gt
у c t c

  

   


 

Или  

3

2

3 4

,

.
2

уv gt c

gt
у c t c

  



   


 

Постоянные интегрирования определяем с помощью начальных усло-
вий: при t = 0  

00, sin .yy v v     
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Получаем: 

0

2

0

sin ,

sin .
2

у gt v

gt
у v t

   



   


 

Максимальную высоту подъема находим из условия 0у  : 

0

0

2 2
0 0

02

0 sin ,

sin
,

sin sin
sin .

2

gt v

v
t

g

g v v
H v

gg

    




  
     

 

Или  
2
0 sin

.
2

v
H

g


  

Дальность полета определяем из условия y=0. 
2

00 sin .
2

gt
v t     

Сокращая на t (корень t=0 соответствует началу движения), получаем: 

0

2
0

0 0

2 sin / ,

sin 2
cos 2 sin / .

t v g

v
L v v g

g

 


    

 

 

3.4. Интегрирование уравнений движения  
при переменных силах 

Если на материальную точку действуют переменные силы, то процеду-
ре интегрирования, как правило, предшествуют преобразования, ведущие к 
разделению переменных.  

 

3.4.1. Сила, зависящая от расстояния 

Рассмотрим задачу определения уравнения движения материальной 
точки по каналу, прорытому сквозь Землю. Считаем, что Земля имеет фор-
му шара радиусом R. Сопротивление движению не учитываем. Движение 
начинается из точки А. Схема движения представлена на рис. 3.9. 
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Рис. 3.9. Схема движения точки в канале 

Дано: R=6370 км, ОА=а, МС=r. Если сила тяжести на поверхности 

Земли F1=mg, то на расстоянии r от центра 
r

F mg
R

 . 

Найти уравнение движение материальной точки в канале АВ: x=f(t).  
Решение. Дифференциальное уравнение движения имеет вид: 

.kxmx F  

Для нашей задачи, проецируя действующие на точку силы, запишем 
это уравнение в виде: 

cos ,mx F    

или 

cos
r

mx mg
R

   .  

Сокращая на массу и учитывая, что cosx r  , получим: 
g

x x
R

  .  

Введем обозначение: 
2g

k
R
 .  

Вторую производную от координаты по времени запишем в виде 

.xdv dv dx vdv
x

dt dx dt dx
     

Тогда дифференциальное уравнение движения точки примет вид 
2 .

vdv
k x

dx
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Разделяя переменные v и x, получим: 
2vdv k xdx  .  

Проинтегрируем это уравнение: 

2 2 2
1

1 1
.

2 2
v k x c    

Постоянную интегрирования определим из начальных условий:  
при t = 0  

x = a ,  

значит, 

2 2
1

1
,

2
c k a  

2 2v k a x   .  

Учитывая, что /v dx dt , произведем вторичное интегрирование урав-
нения:  

2 2

2 2

2

;

.

arccos .

dx
k a x

dt
dx

kdt
a x

x
kt c

a

 




 

 

При t = 0  

x = a ,  

значит, 

2 arccos1 0.c     

arccos ; cos ;

cos .

x x
kt kt

a a
x a kt
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3.4.2. Сила, зависящая от скорости  
(Падение тела при учете силы сопротивления движению) 

Примем силу сопротивления пропорциональной 
скорости движения:  

.R v   

Исходное дифференциальное уравнение дви-
жения имеет вид 

.kxmx F  

Для нашей задачи это уравнение примет вид: 

mx mg x   .  

Сокращая на массу и вводя обозначение /k m  , 
получим: 

x g kx   ,  

или 

.
dv

g kv
dt

   

Разделяя переменные, получим: 
dv

dt
g kv




.  (*) 

Введем обозначение: 
.U g kv   

Тогда 
,

.

dU kdv

dU
dv

k

 

 
 

Теперь уравнение (*) можно переписать в виде:  

.
dU

kdt
U

   

Интегрируя, получаем: 

1

1

ln ,

ln( ) .

U kt C

g kv kt C

  
   

 

При 0 10 0, ln .t v C g     

ln .
g kv

kt
g


   

 
Рис. 3.10. Падение 
тела при учете силы 
сопротивления  
движению 
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Потенцируя последнее выражение и делая элементарные преобразова-
ния, получаем: 

22

,

,

.

.

kt

kt

kt

kt

g kv
е

g

g kv gе

g gе
v

k k
g g

x t е С
k k












 

 

  

  

Определим постоянную интегрирования С2:  при t = 0  

2 20, .
g

x С
k

     

Уравнение движения получает вид 

2 ( 1).ktg g
x t l

k k
    

Интерес представляет частный случай: при t   / ,v g k  т.е. с тече-
нием времени скорость точки становится постоянной. 

 

3.5. Колебания материальной точки 

Колебательное движение материальной точки 
происходит при условии, если на точку, отклонен-
ную от положения покоя, действует сила, стремя-
щаяся вернуть точку в это положение. Такая сила 
называется восстанавливающей (рис. 3.10). 

Рассмотрим практически важный случай, когда восстанавливающая 
сила пропорциональна отклонению точки от положения покоя: ,F c OM   
где с – коэффициент пропорциональности. Например, сила упругости пру-
жины (рис. 3.11). 

 
Рис. 3.11. Сила упругости пружины упрF с l   

 

 
Рис. 3.10. Восстанавли-

вающая сила  
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Определим физический смысл коэффициента с для упругой пружины. 
Этот коэффициент называется жесткостью пружины. Восстанавли-
вающая сила, или сила упругости, ,F c l   где l – удлинение или укоро-
чение пружины. При l=1, F=c. Следовательно, жесткость пружины чис-
ленно равна силе, необходимой для растяжения или сжатия пружины на 
единицу длины. 

В зависимости от характера и совокупности переменных сил, дейст-
вующих на материальную точку, различают четыре основных вида колеба-
тельного движения точки: 

1) свободные колебания – под действием только восстанавливающей 
силы; 

2) затухающие колебания – под действием восстанавливающей силы и 
силы сопротивления движению; 

3) вынужденные колебания – под действием восстанавливающей силы 
и силы периодического характера, называемой возмущающей силой; 

4) вынужденные колебания при наличии сопротивления движению. 
Здесь действуют восстанавливающая сила, сила сопротивления движению, 
возмущающая сила. 

 

3.5.1. Свободные колебания 

Поместим начало координат в положение покоя точки О, а ось х напра-
вим вдоль прямолинейного отклонения ОМ точки М, тогда восстанавли-
вающая сила (рис. 3.12)  

F c OM с x    .  (3.5.1) 

 
 

Рис. 3.12. Восстанавливающая сила 

Дифференциальное уравнение движения будет иметь вид 
.mx F    (3.5.2) 

Подставив восстанавливающую силу, выраженную через координату, 
получим:  

,mx cx    (3.5.3) 

или 

0.
c

x x
m

    (3.5.4) 
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Введем обозначение 
2 ,

c
k

m
   (3.5.5) 

тогда уравнение движения примет вид 
2 0.x k x    (3.5.6) 

Это уравнение называется дифференциальным уравнением свободных 
колебаний. 

Его решение ищем в виде: 
.ztx e   (3.5.7) 

Подставив это выражение в уравнение движения, получим: 
2 2 0,zt ztz e k e   

2 2( ) 0.zte z k    (3.5.8) 

Выражение в скобках называется характеристическим уравнением. Его 
решение 

1

2

,z ik

z ik


 

 

или 

1,2 ,z ik    

где 0  . 
Таким образом, имеем два независимых решения: 

( )
1,2 ,ik tx e   

или 

1

2

sin ,

cos .

t

t

x e kt

x e kt





 


 
  (3.5.9) 

Общее решение дифференциального уравнения можно представить в 
виде линейной комбинации двух независимых решений 

1 2x Ax Bx  ,  (3.5.10) 
или 

sin cosx A kt B kt  .  (3.5.11)  
Взяв производную по времени, получим выражение для скорости дви-

жения: 
cos sinx Ak kt Bk kt  .  (3.5.12) 

При 0t   

0 0,x x x v  . 
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Подставив эти начальные условия в уравнения (3.5.11) и (3.5.12),  
получим: 

0

0

,

,

x B

v Ak

 
 

,  (3.5.13) 

0 .
v

A
k

   (3.5.13) 

Подставив в уравнение (3.5.11) вместо А и В их значения, выраженные 
через начальные условия, получим окончательно: 

0
0sin cos .

v
x kt x kt

k
    (3.5.14)  

Уравнению (3.5.11) можно придать другой, амплитудный вид, сделав 
замену постоянных А и В другими постоянными  и : 

cos ,А a    (3.5.15) 

sin .B a    (3.5.16) 

Тогда  
cos sin sin cos ,x a kt a kt        (3.5.17) 

или  

sin( )x a kt  .  (3.5.18)  

Если колебания совершаются по закону си-
нуса (или косинуса), то такое движение называ-
ется гармоническими колебаниями; следова-
тельно, свободные колебания – гармонические 
колебания. 

Здесь можно увидеть аналогию с враща-
тельным движением отрезка ОD вокруг точ- 
ки O.  

Значение координаты x  точки D  

sin( )x OM a kt   .  

Здесь  –  начальный угол движения, или начальная фаза колебаний; 
а –  максимальная координата x  точки D, или амплитуда коле-

баний; 
kt+ –  фаза колебаний; 

k –  угловая скорость вращения, или круговая частота колебаний. 
 
 

 
Рис. 3.13. Круговая  

аналогия 
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Период колебаний (время, за которое точка приходит в одно и то же 
положение с одной и той же стороны), или время одного оборота отрезка 
ОD, определим из соотношений  

 1 2

1 2

2 ,

( ) 2 ,

2 ,

kt kt

k t t

kT

    

  
 

 

2
T

k


 .  (3.5.19) 

 
Рис. 3.14. График свободных колебаний 

Постоянные а и  определим из начальных условий: при t=0  

0 0,x x x v  .  

Выражение для скорости точки получим из уравнения (3.5.18), диффе-
ренцируя его по времени: 

cos( )x аk kt  .  (3.5.20) 

Подстановка начальных условий в уравнение (3.5.18) и выражение для 
скорости (3.5.20) дает: 

0

0

sin ,

cos .

x a

v ak

  
  

  (3.5.21)  

Таким образом, постоянные а и  можно представить в виде 

2
2 0
0 2 ,

v
a x

k
    (3.5.22) 

0 0sin / , cos / ( ).x a v ak      (3.5.23) 
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При свободных колебаниях частота и период определяются из соотно-
шений  

,

2
.

/

c
k

m

T
c m





 



  (3.5.24) 

Эти соотношения показывают, что период и частота свободных коле-
баний от начальных условий не зависят. 

П р и м е р .  Груз массой m=10 кг, подвешенный на пружине жестко-
стью с=1960 Н/м, отвели на 2 см вниз и отпустили. Найти уравнение коле-
бательного движения груза.  

Решение. На рис. 3.15 изображены: а) недеформированная пружина; б) 
груз в положении статического равновесия; в) промежуточное положение 
колеблющегося на пружине груза; г) силы, действующие на колеблющую-
ся массу в промежуточном положении. 

По рис. 3.15,г составим уравнение движения:  

,mx P F    
где ст( ).F c f x   

Следовательно, 

ст .mx P cf cx     

а б в 

 
 

Рис. 3.15. Иллюстрация положений груза 

 

г 
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В положении статического равновесия уп стP F сf  ; следовательно, 

0,

0.

mx cx

c
x x

m

 

 




 

Введем обозначение:  
2 .

c
k

m
  

Тогда 
2 0.x k x   

Это дифференциальное уравнение свободных колебаний. Его решение:  
sin( )x a kt  .  

2
2 20
0 2 0,02 0 0,02 м.

v
a x

k
      

tg ,
2


     .  

11960 /10 14 c .k    

Таким образом, уравнение движения принимает вид 

0,02sin 14 .
2

x t
   

 
 

Период свободных колебаний 
2 6,28

0,45 c.
14 14

T


    

График колебательного движения представлен на рис. 3.16. 
 

 
Рис. 3.16. График свободных колебаний груза для данного примера 
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3.5.2. Затухающие колебания материальной точки 

Рассмотрим влияние сил сопротивления на колебательное движение 
точки, а также выясним характер этого движения в зависимости от величи-
ны силы сопротивления. 

В реальных условиях колебательный процесс всегда проходит при со-
противлении движению (трение, сопротивление воздуха и т.д.). Это означает, 
что кроме восстанавливающей силы, направленной к центру колебаний, на 
точку действует сила сопротивления, направленная в сторону, противопо-
ложную движению. Закон изменения величины силы сопротивления зависит 
от природы этой силы. Например, модуль силы трения скольжения можно 
принять постоянным, а величину силы сопротивления воздуха или жидко-
сти при невысоких скоростях – пропорциональной скорости движения. 

Рассмотрим последний случай, ко-
гда сила сопротивления движению 
пропорциональна скорости: 

.R v                   (3.5.25) 

 
Дифференциальное уравнение движения kxmx F  примет вид 

mx F R   ,  (3.5.26) 

или 

,mx cx x      (3.5.27)  

0.
c

x x x
m m


      (3.5.28) 

Введем обозначения: 

2 ,n
m


   (3.5.29) 

2.
c

k
m
   (3.5.30) 

Таким образом, дифференциальное уравнение движения приобретет 
вид 

22 0.x nx k x      (3.5.31) 

Решение этого дифференциального уравнения будем искать в виде: 
ztx e .  (3.5.32) 

 
 

 x 
Рис. 3.17. На движущую точку дей-
ствуют восстанавливающая сила и 
сила сопротивления движению 
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Подставив в дифференциальное уравнение движения, получим: 

 2 22 0,zte z nz k    2 22 0.z nz k     (3.5.33) 

Корни этого характеристического уравнения 

2 2
1,2z n n k    .  (3.5.34)  

В зависимости от соотношения величин n2 и k2 возможны различные 
решения. 

2 21) , 0n k k n    – корни мнимые. 
Введем обозначение:  

2 2
1k k n  .  (3.5.35) 

Теперь корни характеристического уравнения можно переписать в виде 

1 1

2 1

,

.

z n ik

z n ik

   
   

  (3.5.36) 

Решение дифференциального уравнения движения в этом случае имеет 
вид 

1 1( cos sin ).ntx e A k t B k t    (3.5.37) 

Заменив постоянные интегрирования А и В выражениями  

sin ,

cos ,

A a

B a

  
  

  (3.5.38) 

перейдем к амплитудной форме записи решения дифференциального урав-
нения: 

1sin( ).ntx ae k t     (3.5.39) 

Это уравнение затухающих колебаний. 

Так как  1sin 1k t   , значит, ntx ae , и, следовательно, график за-

тухающих колебаний (рис. 3.18) заключен между двумя симметричными 
кривыми ntx ae  и ntx ae  . 

 
Дифференцируя уравнение движения (3.5.39), получаем уравнение для 

скорости движения: 

 1 1cos .ntx nx ak e k t      (3.5.40) 
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Рис. 3.18. График затухающих колебаний 

Постоянные интегрирования а и  определяем, подставляя в уравнения 
(3.5.39) и (3.5.40) начальные условия: при t=0  x=x0, v=v0. 

0

0 0 1

sin ,

cos .

x a

v nx ak

  
    

 

Откуда 
2

2 0 0
0

1

,
v nx

a x
k

 
   

 
  (3.5.41)  

0 1

0 0

tg
x k

v nx
 


,  (3.5.42)  

0sin / .x a    (3.5.43)  

Частота затухающих колебаний определяется соотношением 
2 2

1k k n  .  (3.5.44)  

Период затухающих колебаний вычисляем по формуле 
*

2 2
1

2 2

2 2 T
T T

k n n
k

k k

 
    .  (3.5.45) 

Рассмотрим отношение амплитуд колебаний двух соседних отклонений – 

ai и ai+1 – в моменты времени ti и 
*

2i
T

t  : 

*
*

2
1 2 .

i

i

T
nt n T

n
i

nt
i

a ae
e

a ae
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Величина 

*

2

T
n

e


 называется декрементом затуханий, а показатель сте-

пени 
*

2

nT
  – логарифмическим декрементом затухания. Коэффициент п 

2
n

m

  
 

 имеет название коэффициент затухания. 

Анализ графика (см. рис. 3.18) показывает, что сопротивление умень-
шает амплитуду колебаний с течением времени. 

2) n>k – большое сопротивление. 

2 2
1,2 ,z n n k     

или 

1,2 2,z n k    

где 2 2
2 0k n k   . 

Корни действительные и различные. В этом случае решение диффе-
ренциального уравнения приобретает вид 

2 2( ) ( ) ,n k t n k tx Ae Be      

или 

2 2( ).k t k tntx e Ae Be   

Проведя ниже ряд дополнительных преобразований  

 

2 2 2 2

1 2 1 2

1 2

1 2 2 2

1 2

, ,
2 2

,
2 2

( ) ( ) ,

, ,

k t k t k t k t
nt

nt

D D D D
A B

e e e e
x e D D

x e D ch k t D sh k t

D Dsh D Dсh

 




 
 

  
  

 
 

     
придем к уравнению вида 

 1
ntx De sh k t   .  

Это уравнение показывает, что в данном случае движение не будет ко-
лебательным, так как гиперболический синус не является периодической 
функцией. Графики этого движения при различных начальных условиях 
показаны на рис. 3.19. 
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Рис. 3.19. Графики движения точки  

при большом сопротивлении движению 

3) 2 2
3, 0.n k k n k     

1

2

,

;

z n

z n

  
  

 – корни равные. 

Решение дифференциального уравнения (3.5.31) будет в этом случае 
иметь вид 

 ntx e At B  .   

Это уравнение также описывает непериодическое движение. 
П р и м е р . Груз отклонили (приподняли) вверх на 2 см (рис. 3.20) и затем 

толкнули вверх со скоростью 1 м/с. Найти уравнение движения груза. 
 

 
Рис. 3.20. Расчетная схема задачи 

Дано: 0 00,02 м, 1м/с,  1000Н/м, 1кг,x v c m       2.   .R v   
Найти: ( ).x f t  
Решение. Использовав рис. 3.20, составим дифференциальное урав-

нение:  

mx F R P    .  
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Здесь ст ст( ) .F c f x cf cx    В положении равновесия вес груза урав-
новешивается силой упругости cт .P F cx   Перепишем дифферен-
циальное уравнение 

ст ,mx cf cx x P       

или 

.mx cx x     

Сделаем использованные выше преобразования: 
22 0;

2
1;

2

31,62;

? 31,62 1.

x nx k x

n
m

c
k

m
k n

  


  

 

 

 

 

Следовательно, дифференциальное уравнение – дифференциальное 
уравнение затухающих колебаний. Его решение: 

 1sin ,ntx ae k t    

где 2 2
1 31,6.k k n    

Постоянные интегрирования определяются по формулам: 

  

2 2
2 0 0
0

1

100 1( 2)
4 3,796 3,8 см;

31,6

2 31,6
tg 0,62;

100 1 2

v nx
a x

k

             
  

 
  

  

 

0 2
sin 0,527;

3,796

0,555 3,14 3,695 рад.

x

a
     

   
 

Таким образом, уравнение затухающих колебаний имеет вид 

 3,8 sin 31,6 3,695 .tx e t   

График этого уравнения изображен на рис. 3.21. 
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Рис. 3.21. График затухающих колебаний  

* 6,28
0,199 c.

31,6
T    

 

3.5.3. Вынужденные колебания материальной точки 

Если на материальную точку действует кроме восстанавливающей си-
лы еще одна периодическая сила, способная отклонять ее от положения 
покоя, то она будет совершать вынужденные колебания. 

Эта периодическая сила называется возмущающей силой. Рассмотрим 
практически важный случай, когда возмущающая сила изменяется по гар-
моническому закону: 

0 sin( ),xQ Q pt      (3.5.46) 

где Q0 – амплитудное значение возмущающей силы; 
p – частота изменения возмущающей силы; 

pt+ – фаза изменения возмущающей силы; 
 – начальная фаза изменения возмущающей силы. 

По такому закону изменяется, например, центробежная сила, воз-
никающая в неоцентрованных частях электродвигателей (см. рис. 3.22). 

 0 sinxQ Q t     .  (3.5.47) 

где  2
0Q m R  ,  (3.5.48)  
p  .  (3.5.49) 

Амплитуда возмущающей силы равна модулю центробежной силы 
инерции груза, а частота изменения возмущающей силы – угловой скоро-
сти вращения стержня. Здесь действуют переменные по величине и на-
правлению периодическая сила Qx и восстанавливающая сила F. 
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Рис.3.22. Колебания балки под действием центробежной силы электродвигателя 

Кроме силового возбуждения вынужденных колебаний может быть и 
кинематическое возбуждение, например в случае, когда задано гармониче-
ское движение защемленного конца пружины:  

 sin pt     .  (3.5.50) 

В этом случае сила упругости будет состоять одновременно из восста-
навливающей и возмущающей составляющих. 

В дальнейшем ограничимся рассмотрением случая силового возбужде-
ния вынужденных колебаний.  

Рассмотрим прямолинейное движение материальной точки под дейст-
вием восстанавливающей силы F  и возмущающей силы Qx. Основное 
уравнение динамики в проекции на ось x  будет иметь вид 

xmx F Q   ,   (3.5.51) 

где восстанавливающая сила и проекция возмущающей силы могут быть 
представлены в виде 

F cx , (3.5.52) 

 
0

sinQ Q pt   . (3.5.53) 

Тогда дифференциальное уравнение примет вид 

 0 sinmx cx Q pt     , (3.5.54) 

или 

 0 sin
c Q

x x pt
m m

     . (3.5.55) 
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Обозначив 2
0/ , /k c m h Q m  , получим окончательно: 

 2 sinx k x h pt    .  (3.5.56) 

Данное уравнение представляет собой неоднородное дифферен-
циальное уравнение второго порядка. Его решение ищем в виде 

1 2x x x  , (3.5.57) 

где x1 – общее решение однородного уравнения  
2 0x k x  , (3.5.58) 

имеющее вид 
 1 sinx a kt  ;  (3.5.59) 

x2 – частное решение дифференциального уравнения (3.5.56). Будем 
искать x2 в виде 

 2 sinDx A pt    .  (3.5.60) 

Определим постоянную AD подстановкой (3.5.60) в уравне- 
ние (3.5.56): 

     2 2sin sin sinD DA p pt k A pt h pt          .  (3.5.61)  

Откуда 

2 2D
h

A
k p




,  (3.5.62)  

 2 2 2 sin
h

x pt
k p

   


.  (3.5.63)  

Итак, решение уравнения (3.5.56) имеет вид 

   2 2sin sin
h

x a kt pt
k p

     


.  (3.5.64)  

Это уравнение называется уравнением вынужденных колебаний. 
При одновременном действии восстанавливающей и возмущающей сил 

материальная точка совершает сложное движение, представляющее собой 
результат наложения собственных и вынужденных колебаний. 

Амплитуда вынужденных колебаний  

2 2D
h

A
k p




   (3.5.65)  

определяет динамическое отклонение под действием силы Q . От ста-
тического действия силы Q0 может возникнуть статическое отклонение 

0 0
ст 2

Q Q m h
A

C C m k
   . (3.5.66)  
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Отношение динамической амплитуды к статическому отклонению на-
зывают коэффициентом динамичности : 

2

2 2 2
ст

2

1

1

DA h k

A hk p p

k

    
 

.  (3.5.67)  

Изменение коэффициента дина-
мичности в зависимости от соотно-
шения частот p/k представлено на  
рис. 3.23.  

 

При p=k =. Этот случай на-
зывается явлением резонанса.  

Для определения постоянных ин-
тегрирования в уравнении вынужден-
ных колебаний запишем выражение 
для определения скорости точки: 

 

 2 2

cos

cos .

v ak kt

hp
pt

k p

    

  


  (3.5.68)  

При t=0  x=x0, v=v0.  

0 2 2

0 2 2

sin sin ;

cos cos .

h
x a

k p

hp
v ak

k p

     

    
 

  (3.5.69) 

2

2 0 2 2

0 2 2

0 2 2

0 2 2

cos
sin ,

sin
sin ,

cos
cos .

hp
v

h k p
a x

kk p

h
x

k p
k
hp

v
k p

ak

                   
  


  

  

    





 (3.5.70)  

 
Рис. 3.23. Резонанс 
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При =0 имеем: 

 

2

2 0
0 2 2

0

0 2 2

,

sin ,

cos .

v hp
a x

k k p k

x

a
hp

v
k p
ak

         
  

   


   (3.5.71) 

 

3.5.4. Явление резонанса 

При совпадении частоты собственных и вынужденных колебаний (p=k) 
возникает явление резонанса. Частое решение дифференциального уравне-
ния: 

 2 sinx k x h pt       (3.5.72) 

в форме (3.5.60) теряет смысл, так как AD=. Частное решение x2 должно 
быть линейно независимо от x1. Поэтому ищем это решение в виде: 

 2 cosx Bt kt   .  (3.5.73) 

Подставив (3.5.73) в (3.5.72), найдем В: 

     sin sin sinBk kt Bk kt h kt           ,  (3.5.74) 

2

h
B

k
  . (3.5.75) 

2 cos( )
2

h
x t kt

k
    .  (3.5.76) 

   sin cos
2

h
x a kt t kt

k
     ,  (3.5.77) 

или  

 sin sin
2 2

h
x a kt t kt

k

        
 

.  (3.5.78) 

График вынужденных колебаний при резонансе приведен на рис. 3.24. 
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Рис. 3.24. График вынужденных колебаний при резонансе 

 

3.5.5. Вынужденные колебания при сопротивлении движению 

Если на материальную точку кроме восстанавливающей и возму-
щающей сил действует также и сила сопротивления движению 

R v x    ,  (3.5.79) 

то дифференциальное уравнение движения примет вид 

 22 sinx nx k x h pt      .  (3.5.80)  

Частное решение этого уравнения имеет вид 

 
 2 22 2 2 2

sin
4

h
x pt

n p k p
     

 
.  (3.5.81) 

(В самом деле  

 
 

2

2

2
2

sin( ) cos( ),

cos( ) sin( ) ,

sin( ) cos( ) ,

x D pt E pt

x p D pt E pt

x p D pt E pt

      

     

      





 

2 2

2 2

( 2 )sin( )

( 2 )cos( ) sin( ).

k D p D npE pt

k E p E npD pt h pt

    

       
 

2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2
2 2 2 2 2 2

( ) 2
, .

( ) 4 ( ) 4

( )sin( ) 2 cos( ) .
( ) 4

h k p nph
D E

k p n p k p n p

h
x k p pt np pt

k p n p
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Полагая 
2 2

2 2 2 2 2

2 2 2 2 2

cos ,
( ) 4

2
sin ,

( ) 4

k p

k p n p

np

k p n p


 

 

 
 

 

т.е. 

2 2

2
tg

np

k p
 


,  

получим: 

2 sin( ).Dx A pt     )  

Здесь  – сдвиг фазы вынужденных колебаний по отношению к фазе 
возмущающей силы;  

AD – динамическая амплитуда, 

 22 2 2 24
D

h
A

n p k p


 
,  (3.5.82) 

Коэффициент динамичности в этом случае  

ст

DA

A
  ,  (3.5.83) 

или  

 
2

22 2 2 2
.

4

k

n p k p
 

 
  (3.5.84)  

На рис. 3.25 показан график из-
менения коэффициента динамич-
ности в зависимости от соотно-
шения частот. 

График показывает, что в дан-
ном случае амплитуда колебаний не 
возрастает до бесконечности при 
совпадении частоты собственных и вынужденных колебаний.  

Влияние сопротивления на вынужденные колебания выражается в 
сдвиге фазы колебаний по отношению к фазе возмущающей силы и в 
уменьшении амплитуды вынужденных колебаний по мере увеличения со-

 
Рис. 3.25. Изменение коэффициента 

динамичности   
в зависимости от отношения p/k
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противления. Вынужденные колебания при наличии сопротивления не за-
тухают. 

При сопротивлении движению решение дифференциального уравнения 
уравнения можно представить в виде 

1 2x x x  ,  (3.5.85) 

где     
   

 
 

2 2

1

2 2
1 1 1

2 2
1 2

1

sin , 0 ;

sin , , ;

, ( ), ;

, .

nt

k t k tnt

nt

x a kt n

x a e k t n k k k n

x e A e B e n k k n k

x e At B n k



 



    

       


       


   

 (3.5.86) 

В случае малого сопротивления (n<k) общий интеграл примет вид: 

    2 2 2 2cos sin

sin( ).

nt

D

x e A k n t B k n t

A pt

      

    
  (3.5.87)  

Если при 0 00 ,t x x x x    , то последнее уравнение примет вид: 

2 2 2 20 0
0 2 2

2 2

2 2

2 2

( cos sin )

sin( )cos

cos( ) sin( )
sin

sin( ).

nt

nt

D

nx x
x e x k n t k n t

k n

k n t
ae p n

k n t
k n

A pt






      


      
 

            
    



 (3.5.88) 

Здесь первое слагаемое – затухающие свободные колебания, проис-
ходящие вследствие начального отклонения системы от положения равно-
весия.  

Второе слагаемое – затухающие колебания, возникающие от возму-
щающей силы. 

Третье слагаемое – вынужденные колебания с частотой возмущающей 
силы. 

При 0ntt e   и с течением времени можно учитывать лишь ус-
тановившиеся вынужденные колебания: 

sin( ).Dx A pt      

 

П р и м е р .  Вынужденные колебания материальной точки. 
Груз отклоняют вправо на 2 см от положения равновесия и отпускают. 

Одновременно основание пружины начинает колебаться по закону 
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4sin10 (см)t  . Найти уравнение движения и построить график колеба-

тельного движения точки при 
1

10 ;
с

p   0;   1000 Н/м; 5 кг.с т   

 
 а 
 
 
 
б 

 
 

Рис. 3.26. Кинематическое возбуждение колебаний 

 
Возьмем начало координат в положении равновесия груза, т.е. при не-

деформированной пружине. Для промежуточного положения движущейся 
точки можно записать: 

.

( ).

.

.

mx F

F c l c x

mx cx c

c c
x x

m m

 
    

   

  







 

Введем обозначения:  

2
2

1000 1 1000 м
, 14,14 ; 0,04 0,04 8 .

5 c 5 с

c c c
k k h

m m m
          

Тогда дифференциальное уравнение примет вид: 

 2 sinx k x h pt  .  

Это дифференциальное уравнение вынужденных колебаний. Его решение: 

2 2

2 2

2 2

sin( ) sin ;

cos( ) cos .

8
0,08 8 см.

200 100

h
x a kt pt

k p

hp
x ak kt pt

k p

h

k p
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0

0 2 2

sin ,

cos .

x a

hp
v ak

k p

  

    

 

2

0 22 2
2 2
0

8 100
2 36 6 см.

200

hp
v

k p
a x

k

          
 
 
 

 

0

0 2 2

0

2
sin 0,333 0

2квадрант,

cos 0

0,34 рад, 0,34 2,8 рад.

x

a a
hp

v
k p
ak

     
    


      

 

Уравнение вынужденных колебаний:  

6sin(14,14 2,8) 8sin10x t t   ,  

min
2 6,28

0,444с.
14,14

T
k


    

Интервал исследования движения должен быть maxT T    
2 / 0,628p   . 

 
График движения изображен на рис. 3.27. 

 
Рис. 3.27. График вынужденных колебаний 
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3.6. Относительное движение материальной точки 

Во многих задачах динамики рассматривается движение материальной 
точки по отношению к системе отсчета, движущейся относительно инер-
циальной системы. Дифференциальные уравнения движения материальной 
точки относительно неинерциальных систем отсчета получают на основе 
теоремы Кориолиса: 

пep oтн кop.a a a a     (3.6.1) 

 

 
Рис. 3.28. Движение точки по отношению к двум системам отсчета 

Напомним, что относительное движение – это движение точки по от-
ношению к подвижной системе отсчета. Переносное движение – движение 
точки вместе с подвижной системой координат по отношению к непод-
вижной системе координат. Абсолютное движение – движение точки по 
отношению к неподвижной системе отсчета. Ускорение Кориолиса вычис-
ляется по формуле 

кор пep отн отн2 sin( , ).a v v


      (3.6.2) 

При поступательном переносном движении  

кop 0.a    (3.6.3) 

Согласно второму закону Ньютона 

.ma F   (3.6.4) 
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Подставляя вместо а  выражение (3.6.1) и выполняя элементарные пе-
рестановки, получаем: 

отн пер кop.ma F ma ma     (3.6.5) 

Введем обозначения: 

пер перФ ,ma    (3.6.6) 

кор корФma  .  (3.6.7) 

Тогда уравнение (3.6.5) примет вид 

отн пер корФ +Фma F  .  (3.6.8) 

Если переносное движение поступательное, то 

корФ 0 ,   

и  

отн перФma F  ,  (3.6.9) 

или 

отн пep

отн пep ,

отн пep

Ф ,

Ф

Ф .

kх х

ky y

kz z

mх F

my F

mz F

  
  


 











  (3.6.10) 

П р и м е р . Лифт поднимается по закону 
2

1 3 мx t . В лифте падает груз (рис. 3.29). Найти от-
носительное ускорение груза. 

Решение. Начальные условия движения груза: 

0 00, 0x x  . 
Дифференциальное уравнение относительного 

движения груза 

отн перФmх P    

преобразуем к виду 

пер 1Ф 6 .m x m    

Отсюда находим: 

2

1 1

6 ,

16 (м/с ),

16 , 0,

mx mq m

x

x t c c

  

 
   






 

 
Рис. 3.29. Падение 
груза в движущемся 

лифте 
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2

2 2

2

16 , 0.
2

8 .

t
x c c

x t

  



 

 

3.7. Механическая система 

3.7.1. Механическая система. Силы внешние и внутренние 

Механической системой называют мысленно выделенную сово-
купность материальных точек, каким-либо образом взаимодействующих 
между собой. 

Все силы, действующие на точки механической системы, можно разде-
лить на внешние и внутренние. 

Внешними называются силы, действующие на точки системы со сторо-
ны материальных точек, не входящих в состав данной системы. 

Внутренними силами называют силы взаимодействия между матери-
альными точками данной механической системы. 

Внешние силы обозначим e
kF , а внутренние – i

kF .  
Одни и те же силы могут быть как внешними, так и внутренними, в за-

висимости от того, какая механическая система рассматривается. 
Движение точек механической системы зависит и от внешних, и от 

внутренних сил. Например, быстрота вращения вала двигателя зависит от 
величины внешнего момента и от внутренних сил сопротивления в под-
шипниках в системе вал – опоры.  

 

 
Рис. 3.30. Внешние и внутренние силы системы вал – опоры 

Однако внутренние силы любой системы обладают одной особен-
ностью: так как, по третьему закону Ньютона, каждому действию соответ-
ствует равное и противоположно направленное противодействие, то каж-
дой внутренней силе соответствует другая внутренняя сила, равная ей по 
модулю и противоположно направленная. Поэтому главный вектор всех 
внутренних сил 

0i i
kF F   , (3.7.1) 

или в проекциях  

0,

0,

0.

i
kx

i
ky

i
kz

F

F

F


 


 

 (3.7.2) 



 159

Аналогичным образом равен нулю главный момент всех внутренних 
сил 

0i i
kM M   , (3.7.3) 

или в проекциях  

0,

0,

0.

i
kx

i
ky

i
kz

M

M

M


 


 





 (3.7.4) 

Хотя уравнения (3.7.1) и (3.7.3) имеют вид уравнений равновесия, 
внутренние силы на самом деле не уравновешиваются, так как приложены 
к разным точкам или телам системы и могут вызывать взаимные переме-
щения этих тел. 

 

3.8. Геометрия масс механической системы 

3.8.1. Центр масс механической системы 

Движение механической системы кроме действующих на нее сил зави-
сит от ее суммарной массы и от распределения масс внутри системы. 

Масса системы равна сумме масс всех точек или тел, образующих сис-
тему  

Km m .  (3.8.1) 

Положение каждой точки MK с массой mK определяется в пространстве 
радиусом-вектором Kr  (рис. 3.31) или координатами xK, yK, zK. 

 
Рис. 3.31. Центр масс механической системы 
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Центром масс системы называется точка, радиус-вектор которой Cr  оп-
ределяется по формуле 

K K
C

m r
r

m

 . (3.8.2) 

Или в координатной форме: 

;

;

.

K K
C

K K
C

K K
C

m x
x

m

m у
у

m

m z
z

m


 




 



 








  (3.8.2’) 

Центр тяжести тела или системы тел одновременно является и центром 
масс этой системы: 

.K K K K K K
C

K K

P x m gx m x
x

P m g m
    
 

 

Дифференциальные уравнения движения точек системы, имеющие вид 
e i

K K K Km a F F  , (3.8.3) 

можно просуммировать; тогда 
e i

K K K Km a F F    ,   (3.8.4) 

Второе слагаемое в правой части уравнения (3.8.4) есть сумма внут-
ренних сил системы. Для любой механической системы сумма внутренних 
сил равна нулю: 

0.i
KF    (3.8.5) 

Левую часть уравнения (3.8.4) преобразуем следующим образом:  

   
2 2 2 2

2 2 2 2 .K C
K K K K K C C

d r d d d r
m a m m r m r m ma

dt dt dt dt
          (3.8.6) 

Таким образом, уравнение (3.8.4) можно заменить уравнением 
e

C Kma F .  (3.8.7)  

Уравнение (3.8.5) выражает теорему о движении центра масс механи-
ческой системы: центр масс механической системы движется как мате-
риальная точка, на которую действуют все внешние силы системы. 
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В проекциях на координатные оси уравнение (3.8.7) будет иметь вид 

,

,

.

e
C Kx

e
C Kу

e
C Kz

mx F

mу F

mz F


 


 











  (3.8.8)  

С л е д с т в и е : если сумма проекций внешних сил на какую-либо ось во 
все время движения равна нулю и в начальный момент времени центр масс 
системы находится по отношению к этой координате в покое, то данная 
координата центра масс остается постоянной. Т.е. если 0,e

KxF   

0, constC Cxmx v   и если (0) 0,Cxv   то const.Cx   

П р и м е р . Механическая система состоит из двух грузов 1 и 2, соеди-
ненных между собой нерастяжимой нитью, и призмы 3, лежащей на глад-
кой поверхности (рис.3.32). Система находится в покое. Определить сме-
щение призмы 3, если система грузов 1-2 переместилась так, что груз 1 
поднялся по вертикали на высоту h.  

 
Рис. 3.32. При движении этой системы центр масс остается в покое 
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Решение. Пусть d – смещение призмы. Здесь 0, 0e
kx okF v  ; следо-

вательно, const.cx   
До перемещения координата центра масс  

1 1 2 2 3 3
(1)

1 2 3

.c
m x m x m x

x
m m m

    


 
 

Горизонтальное перемещение груза 1: 
tg30b h   .  

Горизонтальное перемещение груза 2: 
( / cos30 )cos30e h h    .  

После перемещения координату центра масс можно записать в виде 
 1 1 2 2 3 3

(2)
1 2 3

tg30 ( ) ( )
c

m x h d m x h d m x d
x

m m m

        


 
.  

Так как (1) (2)c cx x , то, приравнивая выражения для координат центра 

масс в первом и втором положениях системы, получаем: 
 1 1 2 2 3 31 1 2 2 3 3

1 2 3 1 2 3

tg30 ( ) ( )m x h d m x h d m x dm x m x m x

m m m m m m

        


   
.  

Сокращая подобные члены, придем к уравнению 
tg30 3 0,h h d      

откуда 
tg30

.
3

h h
d

 
  

3.8.2. Момент инерции механической системы 

Положение центра масс характеризует рас-
пределение масс системы не полностью. На-
пример, рассмотрим вращательное движение 
следующей системы: система двух равных и 
равноудаленных от оси грузов вращается с уг-
ловой скоростью  (рис. 3.33). Увеличим рас-
стояние h от оси до шариков на одну и ту же 
величину. При этом угловая скорость умень-
шится, хотя положение центра масс не измени-
лось, а распределение масс – изменилось. 

Для изучения распределения масс во вра-
щательном движении и вводится еще одна ха-
рактеристика распределения масс – момент 
инерции. 

 
Рис. 3.33. Влияние распре-

деления масс  
на движение системы 
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Моментом инерции тела относительно данной оси называется скаляр-
ная величина, равная сумме произведений масс всех точек тела (системы) 
на квадраты их расстояний от этой оси: 

2
z K KJ m r  .  (3.8.9) 

Радиусом инерции называется расстояние от оси до той точки, где надо со-
средоточить всю массу системы, чтобы момент инерции этой системы был ра-
вен моменту инерции этой точки. Пусть i – радиус инерции системы. Тогда  

2
zJ Mi .  (3.8.10) 

Для сложных тел (рис. 3.35) при подсчете момента инерции суммиро-
вание заменим интегрированием: 

2 2 2
z K K

v v

J m r r dm r dv      .  (3.8.11) 

  
 

Рис. 3.34. К определению момента инер-
ции относительно оси  

Рис. 3.35. К вычислению момента 
инерции тела относительно оси 

 

3.8.3.Момент инерции относительно параллельных осей. 
(Теорема Штейнера) 

Т е о р е м а : момент инерции системы относительно какой-либо оси 
равен моменту инерции относительно параллельной оси, проходящей че-
рез центр масс, плюс произведение массы тела на квадрат расстояния 
между осями. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть ось z (рис.3.36) проходит через центр 
масс тела, а ось z' – некоторая параллельная ось, отстоящая от оси z на рас-
стоянии d. 
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Рис. 3.36. К вычислению момента инерции тела относительно параллельной оси 

Момент инерции тела составляет:  
относительно оси CZ 

2 2 2( ).cz k k k k kJ m h m x у      (3.8.12) 
относительно оси z1 

2 2 2 2 2

1
( ) ( ) 2 .cz k k k k k k k k kJ m x d у m x у m x d m d              (3.8.13) 

Так как 0K K Cm x Mx  , то 

1

2.CZ CZJ J Md    (3.8.14) 

 

3.8.4. Центробежные моменты инерции 

Момент инерции тела относительно оси также неполностью харак-
теризует распределение масс. Рассмотрим, например, вращение двух рав-
ных и равноудаленных от оси грузов, расположенных на наклонном 
стержне (рис.3.37). При наклоне стержня с грузами центр масс остался на 
прежнем месте. Момент инерции системы грузов относительно оси враще-
ния Jx также не изменился. Однако вращательное движение этой системы 
вызывает дополнительные реакции в подшипниках.  

Для учета подобного асимметричного воздействия масс вводится поня-
тие центробежный момент инерции. 

Центробежные моменты инерции подсчитываются по формуле 

,

,

.

xy k k k

yz k k k

xz k k k

J m x y

J m y z

J m x z


 


 





  (3.8.15) 
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Рис. 3. 37. При одинаковом осевом моменте инерции наклон первоначально  

горизонтального стержня с грузами (с одновременной их раздвижкой)  
изменяет горизонтальные реакции подшипников оси 

При этом 

.xy yxJ J   (3.8.16) 

Для тел, имеющих ось симметрии (например ось z), центробежные мо-
менты инерции, не содержащие в индексах название этой оси, равны нулю: 

0.xy yxJ J    (3.8.17) 

Ось z в этих случаях называют главной осью инерции. И, вообще, если 
центробежные моменты инерции относительно некоторой оси равны нулю, 
то данная ось является главной осью инерции. 

Если тело имеет плоскость 
симметрии (рис.3.38), то любая 
прямая, перпендикулярная этой 
плоскости, – главная ось. На рис. 
3.38 ось z – главная ось. 

Для нее Jxz=Jyz=0. 
Главные оси, проведенные че-

рез центр масс, есть главные цент-
ральные оси инерции. Ось z1 – 
главная центральная ось инерции. 

Уравнения механики, постро-
енные для главных центральных 
осей, значительно проще уравне-
ний относительно произвольных 
осей. 

 

 
 

Рис. 3.38. Ось z – главная ось инерции 
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3.8.5. Вычисление моментов инерции некоторых однородных тел 

1. Тонкий однородный стержень длиной l, массой M=Al. Здесь  
 – плотность материала стержня. 

Масса части тела определяется выражением mk=Vk. Масса эле-
ментарного участка стержня (рис.3.39) dm=Adx.  Момент инерции стерж-
ня относительно оси z составляет: 

3 3 222 22 2

2 2 2

3 12 12

ll l

z
l l l

x l Ml
J x dm Ax dx A A

  

           .  

 
 

Рис. 3.39. К определению момента инерции стержня 

2. Тонкое кольцо радиусом R. Момент 
инерции кольца относительно оси сz, перпен-
дикулярной плоскости кольца (рис. 3.40):  

 2 2 2
cz k kJ m R m R MR    .  

3. Круглая однородная пластина или ци-
линдр радиусом R и массой М (рис. 3.41). 

Площадь элементарного кольца 2 rdr , 
масса кольца 1 2dm rdr   . 

2 3

4 4

2
2

2 2

2

4 2

; .
2

R R

oz
o o

cz

J r rdr r dr

R R

MR
M R J

     

 
 

   

 

 

 
Рис. 3.40. К определению 
момента инерции кольца 

 
Рис. 3.41. Определение  

момента инерции пластины 
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4. Однородный круглый цилиндр (рис. 3.42). 

2.M H R    

4 2
20,5 .

2 2cz cz
R MR

J J H MR


      

 
 
 

5. Прямоугольная пластина (рис. 3.43).  
dm ady  .  .M ab   

2 2
2 2

2 2

3 3 22

2

.
3 12 12

b b

x
b b

b

b

J y dm y ady

y b Mb
a a

 



    

    

 
 

 
 
6. Конус (рис.3.44). 

2

2 4 4
4

4

4 4
4 2

4

2

; ; .

.
2 2

1
0,1 .

2 3

0,3 .

k k
i k k

i i i
cz

H

cz
o

cz

r h R
dm r dz r h

R H H

m r r dz R
J z dz

H

R rz dz
J R H R H M

H

J MR

  


   


    




 

7. Шар (рис. 3.45). 

2 22
0,4

5czJ MR MR  .  

 
 
 
 
 

 
Рис. 3.42. Момент инерции 
цилиндра относительно оси z 

 
Рис. 3.43. Момент инерции 
прямоугольной пластины  

относительно оси х  

 
Рис. 3.44. Момент инерции 

конуса  

 
Рис. 3.45. Момент инерции 
шара относительно оси z 
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3.9. Теоремы об изменении количества движения и  
момента количества движения 

3.9.1. Импульс силы 

Пусть F  – постоянная по направлению и модулю сила. Тогда за время 

2 1t t    импульс этой силы  

s F   . (3.9.1) 

Импульс силы характеризует передачу материальной точке движения 
со стороны действующей на нее силы за данный промежуток времени. 

Для переменной силы элементарный импульс  
,s F t     (3.9.2) 

где t элементарная часть промежутка времени 2 1t t . 
Полный импульс силы вычислим, суммируя элементарные импульсы:  

2

1
0

lim .
t

t
t

s F t Fdt
 

      (3.9.3) 

Определим проекции импульса силы на координатные оси: 
2 2 2

1 1 1

, , .
t t t

x x y y z z
t t t

s F dt s F dt s F dt       (3.9.4) 

 
3.9.2. Теорема об изменении количества движения  

материальной точки 

Количество движения материальной точки записывается в виде mv . 
Основной закон динамики  

kma F  (3.9.5) 

перепишем в виде 

.k
dv

m F
dt

  (3.9.6) 

Разделяя переменные и интегрируя  
2 2

1 1

v t

k
v t

m dv F dt  , (3.9.7) 

получаем: 

2 1 .kmv mv s   (3.9.8) 

Это уравнение является математической записью следующей теоремы: 
изменение количества движения материальной точки за некоторый про-
межуток времени равно геометрической сумме импульсов действующих 
на точку сил.  
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В проекциях на координатные оси уравнение (3.9.8) примет вид 

2 1

2 1

2 1

,

,

.

x x kx

y y ky

z z kz

mv mv s

mv mv s

mv mv s

 
  


  





 (3.9.9) 

 
П р и м е р .  Тело весом G =280 Н дви-

жется поступательно вверх по негладкой на-
клонной плоскости (рис. 3.46) под действием 
силы Р, которая наклонена к плоскости под 
углом 30. Коэффициент трения тела о плос-
кость fтр=0,5. Чему равен модуль силы Р, ес-
ли через 10 с, тело получило скорость v=2 
м/с? 

Решение. Согласно теореме об изменении 
количества движения материальной точки  

               1 0x x xmv mv s  .  (*) 

Так как силы постоянны, то  

   cos30 sin 45 .x xs F t P G F t          

Из уравнения равновесия относительно оси y определим реакцию 
плоскости N : 

0,

cos45 sin30 0,

cos45 sin30 .

kyF

N G P

N G P



     
   


 

Сила трения  
 тр трcos45 sin30 .F Nf G P f      

Начальная и конечная скорости движения тела в проекции на ось х со-
ставляют соответственно: 0 0xv  , 1xv v . Подставив выражение для 0xv , 

1xv  и F в уравнение (*), получим: 

   трcos30 sin 45 cos45 sin30
G

v P G G P f t
g

          ,  

откуда 

тр

тр

(sin 45 cos45 )

(cos30 sin 45 )

280[2 9,81 10(0,707 0,5 0,707)]
248 H.

9,81 10(0,866 0,5 0,707)

G v gt f
P

gt f

     
  

   
 

  

 

 

 
Рис. 3.46. Движение тела 

вверх по наклонной плоскости 
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3.9.3. Теорема об изменении момента количества движения 
материальной точки 

Момент силы относительно некоторого центра О  

0M r F  . (3.9.10) 

Момент количества движения материальной точки относительно того 
же центра  

0L r mv  . (3.9.11) 

Возьмем производную по времени от момента количества движения: 

0

0

( )

0 .

dL dr d mv
mv r

dt dt dt
v mv r ma r F M

    

       
 (3.9.12) 

Или, в случае действия на материальную точку нескольких сил, 

0
0k

dL
M

dt
 . (3.9.13) 

Уравнение (3.9.13) является математической записью следующей тео-
ремы: производная по времени от момента количества движения точки 
относительно некоторого центра равна геометрической сумме моментов 
действующих на нее сил относительно этого же центра. 

В проекциях на координатные оси: 

,

,

.

x
kx

y
ky

z
kz

dL
M

dt
dL

M
dt

dL
M

dt

 

 

 








 (3.9.14) 

П р и м е р .  Найти закон колебательного дви-
жения маятника, если ему, находящемуся в положе-
нии покоя, сообщили начальную скорость 0 . Ось z 
вращения маятника проходит через точку О перпен-
дикулярно плоскости чертежа (рис. 3.47). 

Решение. Момент количества движения маятни-
ка  

2 2 .Z
d

L mvl ml l ml ml
dt


       

 

 
Рис. 3.47. Движение 

маятника 
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Дифференцируя выражение для момента количества движения по вре-
мени, получаем: 

2 .zdL P
l

dt g
   

Момент внешних сил относительно оси Оz  

sin .zM Pl    

Согласно теореме об изменении момента количества движения точки, 
получаем: 

2 sin 0,
P

l Pl
g

    

или 

sin 0.
g

l
    

Разложим sin в ряд: 
3 5

sin ....
3! 5!

 
      Примем sin ,    2.

g
k

l
   

Тогда 
2 0k   .  

Это однородное дифференциальное уравнение второго порядка отно-
сительно  Его решение 

sin cos .A k B kt    

Выражение для скорости изменения угла поворота 

cos sin .Ak kt Bk kt    

Постоянные А и В определим из начальных условий: при t=0  

= 0 ,  0.      

Тогда 

0

0 0 ,

.

B

Ak

  
  

 

Откуда 00, .B A
k


 


 

Таким образом, закон движения маятника примет вид 

0 sin .kt
k
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При этом частота колебаний определяется из уравнения 

.
g

k
l

  

3.10. Работа силы и мощность 

Эффект действия сил можно оценить с помощью работы сил. Работа 
постоянной силы F  на прямолинейном перемещении точки ее приложения 
(рис. 3.48) равна скалярному произведению векторов силы и перемещения: 

cosA F u F u      . (3.10.1) 

 

 
Рис. 3.48. Работа постоянной силы на прямолинейном перемещении 

 
Если 90   , то 0;A   если 90 ,    то 0;A     если 90 ,      то 
0A  . Размерность работы – Дж. [А] = Дж = 1 Н  1 м. 
При вычислении работы переменных сил на криволинейных пере-

мещениях (и в некоторых других случаях) пользуются понятием «элемен-
тарная работа». Пусть точка приложения переменной силы F  перемещает-
ся по кривой M0M1. Разобьем траекторию на элементарные участки ds и 
вычислим работу силы F  на элементарном участке как работу постоянной 
силы на прямолинейном перемещении: 

 cos ,A F ds F v     (3.10.2) 

 
Рис. 3.49. Работа силы на элементарном перемещении 
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Учитывая, что  

dr ds , (3.10.3) 

получим: 
 

.A F dr    (3.10.4) 

Если вместо векторов силы и перемещения подставить их выражения 
через проекции  

,

,

x y zF F i F j F k

dr dxi dyj dzk

  

  
 

то получим элементарную работу силы в виде  

x y zA F dx F dy F dz    .  (3.10.5) 

Работа силы на конечном перемещении 

 
0

.
M

x y z
M

A F dx F dy F dz     (3.10.6) 

Изменение работы силы, отнесенное к единице времени, называется 
мощностью силы 

A Fdr
N F v

dt dt


    . (3.10.7) 

Мощность силы равна скалярному произведению векторов силы и ско-
рости ее точки приложения. 

В проекциях 

x x y y z zN F v F v F v   .  (3.10.8) 

Уравнение (3.10.7) в расчетах обычно представляют в виде 

 cos ,N F v F v   .  (3.10.9) 

Единица измерения мощности N – ватт: 

  Дж H м
ватт

с с


  .  

Работу часто измеряют в кВтч, а мощность в кВт. 
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3.10.1. Работа силы при повороте тела 

Элементарная работа силы F  при повороте тела (рис. 3.50)  

.A F dr     (3.10.10) 

В данном случае поворот производится вокруг вертикальной оси z. 
 

z 

 
Рис. 3.50. Работа силы при повороте тела 

Учитывая, что дифференциал дуги равен dr , преобразуем уравнение 
для элементарной работы к виду  

 cos , .zA F ds F v F ds F R d M d 
              (3.10.11) 

Полная работа силы при повороте тела  

0
zA M d


  .  (3.10.12) 

При  

constzM    (3.10.13) 

( ) .z zA M M F      (3.10.14) 
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3.10.2. Работа силы тяжести  

Работа силы тяжести 

.x y zA F dx F dy F dz      (3.10.15) 

В данном случае (рис. 3.51): 

0,

0,

.

x

y

z

F

F

F P


 
  

  (3.10.16) 

 
 

Рис. 3.51. Работа силы тяжести 

Следовательно, 

,A P dz      (3.10.17) 

 
1 1

0 0

0 1

M Z

M Z

A P dz P dz P z z PH           . (3.10.18) 

Если материальная точка с действующей на нее силой тяжести опуска-
ется, работа силы тяжести имеет знак "+", если поднимается –  знак "-" . 
Итак, 

.A PH    (3.10.19)  
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3.10.3. Работа силы упругости 

Выражение для работы силы  

 
0

M

x y z
M

A F dx F dy F dz     

при силе упругости, равной (рис. 3.52) 

,xF cx    (3.10.20) 

примет вид 

 
11

0 0

2
2 2
1 0 .

2 2

xx

x x

cx c
A cxdx x x           (3.10.22)            

При x0=0 и удлинении пружины, равном , 
работа силы упругости 

                          
2

.
2

c
A


                      (3.10.23) 

Работа силы упругости отрицательна, когда деформация увеличи-
вается, и положительна, когда деформация уменьшается. 

 

3.11. Теорема об изменении кинетической энергии  

3.11.1. Теорема об изменении кинетической энергии точки 

Пусть точка массой т движется по траектории M0M1 под действием сил 

1 2, ,..., nF F F  (рис. 3.53). Установим связь между работой этих сил и измене-

нием кинетической энергии точки 
2

2

mv
.  

 

 
 

Рис. 3.53. Движение точки М под действием сил 

 
Рис. 3.52. Работа силы 

упругости 
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Запишем основной закон динамики:  

.kma F   (3.11.1) 

Проецируя это уравнение на касательную ось , получаем: 

.kma F   

Последнее уравнение можно переписать в виде 

 cos ,k kma F F v
  .  (3.11.2)  

Здесь v  – вектор скорости точки. 
Касательное ускорение выразим следующим образом: 

.
dv dv ds vdv

a
dt ds dt ds       (3.11.3)  

Тогда уравнение (3.11.2) можно представить в виде 

 cos , .k kmvdv F ds F v    (3.11.4)  

Проинтегрируем обе части этого уравнения в соответствующих пределах: 

 1 1

0 0

cos , .
v M

k k
v M

m vdv F ds F v     (3.11.5)  

Интеграл в правой части представляет собой сумму работ действующих на 
точку сил. Таким образом, после интегрирования получим: 

2 2
1 0 .

2 2 k
mv mv

A   (3.11.6)  

Уравнение (3.11.6)  является математической записью следующей теоре-
мы: изменение кинетической энергии точки на некотором ее перемещении 
равно алгебраической сумме работ всех действующих на эту точку сил. 

П р и м е р  № 1 .  Груз, подвешенный на нити 
длиной 1 м отклоняют от вертикали на угол 0 и от-
пускают (рис.3.54). Найти скорость груза при угле 
наклона нити . 

Решение. 
2 2
1 0

2 2 k
mv mv

A  .  

2
1 ,

2

mv
PH  

 
Рис. 3.54. Движение 

маятника 
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2
1

0

1 0

cos cos ,
2

2 cos cos .

mv
P l l

v gl

  

  
  

П р и м е р  № 2 .   
Дано: l0 – длина недеформированной пружины, l0=6 см. При полностью 

открытом клапане l=4 см. Высота подъема клапана s=0,6 см. Жесткость пру-
жины с=0,1 кг/см=1 Н/см. Вес клапана Р=0,4 кг =4 Н.  

Определить скорость клапана в момент его закрытия, пренебрегая си-
лой тяжести. 

Решение. 

 
 

Рис. 3.55. Движение клапана 

Согласно теоремы об изменении кинетической энергии точки 
2 2
1 0

2 2 k
mv mv

A  .  (**) 

Начальная скорость клапана 0 0,v  его масса .
P

m
g

  

   2 2
yпp нач кон .

2k
c

A A l l        

Подставив эти данные в уравнение (**), получим: 

   
2

2 21
нач кон ,

2 2

Pv c
l l

g
     

 

нач 0

кон 0

6 4 2 см;

1,4 см.

l l l

l l l s

     
    

 

     2 2
1 нач кон

9,81
0,04 0,0196 0,22 м/с;

4

gc
v l l

P
          

Итак, 1 0,22м/с.v   
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3.11.2. Теорема об изменении кинетической энергии  
механической системы 

1. Кинетическая энергия системы и твердого тела. 
Кинетической энергией механической системы называется скалярная ве-

личина, равная сумме кинетических энергий всех точек системы: 
2

2
k km v

T   , (3.11.7)  

0T  .  

Если система состоит из n тел, то кинетическая энергия системы 

1

n

j
j

T T


 .  (3.11.8)  

Рассмотрим, как вычисляется кинетическая энергия при различных ви-
дах движения твердого тела. 

а) Поступательное движение. Точка С – центр масс. 
2 2 2

пост ,
2 2 2

,

,

k k C C
k

k C

k

m v v Mv
T m

v v

M m

  





 


 

2

пост .
2

CMv
T    (3.11.9)  

б) Кинетическая энергия тела при вращательном движении. 
2 2 2 2

2
вр

( )
;

2 2 2 2
k k k z

k k k
m v h J

T m m h
  

               

                 2
вр

1
.

2 zT J                     ( 3 . 1 1 . 1 0 )  

 
здесь kh  – расстояние от оси вращения до точки 
k. 

в) Кинетическая энергия при плоском дви-
жении твердого тела (рис.3.56). 

 2 2 2
вр

2 2

1 1

2 2
1 1

.
2 2

p c

c c

T J J Md

Mv J

     

  
 

 
Рис. 3.56. Плоское дви-
жение твердого тела 
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Здесь d=R=h. Итак, 

2 2
вр

1 1
.

2 2C CT Mv J     (3.11.11) 

2. Теорема об изменении кинетической энергии системы. 
Разделим силы, действующие на точки системы, на внешние и внут-

ренние. Для любой точки системы 

   
2 2

1 0

2 2

k kk k E i
k k

m v m v
A A   ,  (3.11.12) 

где k=1,2,…,п. 

 
Рис. 3.57. Движение точки под действием внешней и внутренней сил 

Суммируя п равенств, получаем: 

   
2 2

1 0

2 2
i

k

k kk k E
k

m v m v
A A      ,  (3.11.13) 

или 

1 0
i

k

E
kT T A A    .  (3.11.14) 

Соотношение (3.11.14) является математической записью следующей 
теоремы: изменение кинетической энергии механической системы равно 
сумме работ всех действующих на нее внешних и внутренних сил.  

Для твердого тела сумма работ всех внутренних сил равна нулю:  
0i

kA  .  (3.11.15) 
Следовательно, для твердого тела теорема об изменении кинетической 

энергии системы примет вид: 

1 0T T  e
kA .  (3.11.16) 

П р и м е р .  Тележка (рис. 3.58) под действием силы Q начинает дви-
гаться вверх по наклонной плоскости. Q – движущая сила, P1 – вес тележ-
ки, P2 – вес колеса. Определить скорость тележки, когда она пройдет путь, 
равный 4 м.  
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Рис. 3.58. Движение тележки вверх по наклонной плоскости 

Дано: P1=180 Н, P2=20Н, Q=160 Н, =30, v0=0, l=4 м.  
Найти: v1. 
Решение. Согласно теореме об изменении кинетической энергии меха-

нической системы  

1 0
i

k

E
kT T A A    .  

Так как система начинает движение из состояния покоя и состоит из 
твердых тел, соединенных нерастяжимыми связями, то  

0 0,T   0.i
kA   

Следовательно, исходное уравнение можно переписать в виде 

1 .e
kT A  

Кинетическая энергия данной системы состоит из кинетической энер-
гии тележки и кинетической энергии четырех колес: 

 
22 2 2

21 1 2 1 2 1
1 1 2 1

1
4 6 .

2 2 2 2

m v m v m R v
T P P v

R g

           
 

Работа внешних сил 

   1 2 1 24 4 sin30 .kA P P H Ql P P l Ql          

(Реакции опор перпендикулярны перемещению тележки.) 
Подставив в исходное уравнение, получим: 

   2
1 2 1 1 2

1
6 4 sin30 .

2
P P v P P l Ql

g
       

Отсюда определим скорость тележки: 

0
1 2

1
1 2

2 [ ( 4 )sin30 ]
2,8 м/с.

6

gl Q P P
v

P P
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3.12. Принцип возможных перемещений 

3.12.1. Возможные перемещения системы. Число степеней свободы 

Возможными, или виртуальными, перемещениями несвободной меха-
нической системы называются воображаемые бесконечно малые пере-
мещения, допускаемые в данный момент наложенными на систему связя-
ми. 

Например, возможными перемещениями рычага (рис. 3.59) является 
поворот на бесконечно малый угол  вокруг точки О. При этом повороте 
точки А и В должны переместиться по дугам окружностей AA1 и BB1. Од-
нако, так как возможные перемещения являются бесконечно малыми, дуги 
окружностей заменяем прямолинейными отрезками, отложенными по 
касательным к траекториям: т.е. 1 ;AAA s AA     1 BBB s BB    . 

tg ,A Bs OA AO s OB         .  

 

 
Рис. 3.59. Возможное перемещение шарнирно-неподвижно закрепленного в од-

ной точке стержня (рычага) 

Возможными перемещениями кривошипно-шатунного механизма (рис. 
3.59) являются следующие: поворот кривошипа на бесконечно малый угол 
 вокруг оси вала О; возможное перемещение AAA s    пальца кривошипа 

1 ;AA OA     возможное перемещение ползуна В: 2BBB s ПB     . 
В общем случае для точек и тел системы может существовать множе-

ство возможных различных перемещений. Однако для каждой системы в 
зависимости от наложенных на нее связей можно указать определенное 
число таких независимых между собой перемещений, при которых всякое 
другое перемещение будет получаться как их геометрическая сумма. 

Например, шарик по плоскости может перемещаться по множеству на-
правлений, однако любое возможное перемещение s можно получить как 
сумму двух перемещений ( 1s  и 2s ) вдоль двух взаимно перпендикулярных 
осей.  

Число независимых между собой возможных перемещений системы назы-
вается числом степеней свободы этой системы. Если положение шарика на 
плоскости вполне определяется двумя координатами (рис. 3.60), следова-
тельно, точка на плоскости имеет 2 степени свободы.  
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Рис. 3.59. Возможные перемещения кривошипно-шатунного механизма 

 
Рис. 3.60. Возможные перемещения шарика  

на плоскости, определяемые двумя координатами 

Шар на плоскости (рис. 3.61) имеет уже 5 степеней свободы.  

 
Рис. 3.61. Возможные перемещения шара  

на плоскости, определяемые пятью параметрами  

Кривошипно-шатунный механизм (см. рис. 3.59) имеет одну степень 
свободы.  
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3.12.2. Идеальные связи 

Все силы, действующие на несвободную систему, можно разделить на 
активные силы и реакции связей. 

Активные силы стремятся вызвать движение системы. Реакции связей 
выражают действие связей, т.е. ограничивают движение механической сис-
темы. Пусть механическая система из 1 2, ,..., nM M M  точек подчинена свя-
зям с реакциями 1 2, ,..., nR R R . Возможные перемещения точек обозначим 

1 2, ,..., ns s s   . Вычислим сумму работ реакций связей на этих перемещениях. 
Если сумма работ реакций связей на любом возможном перемещении 

системы равна нулю, то такие связи называются идеальными. 

 cos ,^ 0i i i iR s R s   . (3.12.1) 

Например: 1) скольжение между гладкими поверхностями  
(рис. 3.62), 1 cos90 0N s   . 

2) колесо катится по шероховатой поверхности (рис. 3.61), 

 cos ,^ 0 0 0i i i iR s R s N F       .  

  
Рис. 3.62. Движение тела по гладкой 

поверхности  
Рис.  3.63. Качение колеса 

3) катковая опора (рис. 3.64) 0N s   . 
 

 
Рис. 3.64. Работа реакции катковой опоры 

3.12.3. Принцип возможных перемещений 

Рассмотрим механическую систему, находящуюся в состоянии покоя. 
Действующие на нее силы уравновешены. Разделим силы на активные и 
реакции связей. Для k-й точки (рис. 3.65): 

0k kF R  . (3.12.1) 
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Рис. 3.65. Возможное перемещение покоящейся точки 

Мысленно сообщим рассматриваемой системе возможные перемеще-
ния. Пусть 1 2, ,..., ns s s    – возможные перемещения точек 1,2,…,п.  

Вычислим сумму работ сил, приложенных к каждой точке системы, на 
возможном перемещении этой системы. Для рассматриваемой точки k: 

0k k k kF s R s      , (3.12.2) 

или 

   cos ,^ cos ,^ 0k k k k k k k kF s F s R s R s        .  (3.12.3) 

Суммируя уравнения (3.12.2) для всех точек системы, получаем: 

   cos ,^ cos ,^ 0k k k k k k k kF s F s R s R s         .  (3.12.4) 

Но для идеальных связей сумма элементарных работ реакций на воз-
можных перемещениях системы равна нулю: 

 cos ,^ 0k k k kR s R s    .  (3.12.5) 

Значит, 

 cos ,^ 0k k k kF s F s    , (3.12.6) 

или  
0a

kA  . (3.12.7) 

Т.е. для равновесия механической системы с идеальными связями необ-
ходимо и достаточно, чтобы сумма элементарных работ всех действую-
щих на нее активных сил при любом возможном перемещении системы 
была равна нулю. 

 

3.12.4. Решение задач  
с помощью принципа возможных перемещений 

Для системы с одной степенью свободы уравнение (3.12.7) сразу дает 
условие равновесия системы. Если система имеет несколько степеней сво-
боды, то нужно составить уравнения (3.12.7) для каждого из независимых 
перемещений в отдельности, т.е. надо составить столько уравнений, сколь-
ко степеней свободы имеет система. 
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П р и м е р  № 1 . Найти зависимость между моментом пары М, дей-
ствующей на кривошип кривошипно-шатунного механизма, и силой дав-
ления Р на поршень при равновесии. 

, , 90 .ОА R АОВ ОАВ        

 
Рис. 3.66. Схема возможных перемещений кривошипно-шатунного механизма 

Решение.  Данная механическая система имеет одну степень свободы, и 
уравнение возможных работ (3.12.7) для нее можно записать в виде 

1 0.BP s M      

Пусть АВ=l, тогда
2 2

2
2 1

1

;
cos

; .
tg tg

B
l

s ПВ

R R R

AP l l

    



    

  

 

Уравнение возможных работ примет вид 

1 1 0,
cos tg

l R
P M

l
     

 
 

или после сокращения на   

0.
sin

R
P M  


 

Откуда получаем искомую зависимость М от Р: 

.
sin

R
M P 
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П р и м е р  № 2 .  Найти зависимость между силами Р и Q в подъем-
ном механизме (домкрат), если известно, что при одном повороте рукоят-
кой  AB l  винт D выдвигается на величину h 

(рис. 3.67).  
Решение. Уравнение возможных работ 

(3.12.7) запишем в виде 

0.AB DPl Q s      

Составим соотношение между возможными 
перемещениями: 

,
2

2
.

AB D

AB D

s

h

s
h

 





  
 

Подставив вместо AB  правую часть последнего выражения и сокра-
тив на Ds , получим: 

2
0.Pl Q

h


   

Откуда  

2
.

l
Q P

h


  

 

3.13. Принцип Даламбера. Общее уравнение динамики 

3.13.1. Принцип Даламбера для материальной точки 

Современное выражение принципа Даламбера для материальной точки 
не отличается по содержанию от уравнений движения материальной точки, 
но для многих задач оно более удобно. 

Согласно второму закону Ньютона  

,kma F   (3.13.1)  

или 
*,ma F   (3.13.2)  

где *F – главный вектор действующих на точку сил (рис. 3.68). 

 
Рис. 3.67. Возможные 
перемещение домкрата 
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Рис. 3.68. Сила инерции, направленная противоположно ускорению 

Назовем произведение  

Фma   (3.13.3) 

силой инерции материальной точки. Тогда уравнение (3.13.2) можно пред-
ставить в виде 

* Ф 0F   .  (3.13.4)  

Главный вектор действующих на точку сил удобно переписать в виде 
суммы двух равнодействующих сил:  

*F F R  , (3.13.5)  

где F  – равнодействующая активных сил; 
R  –  равнодействующая реакций связей. 

Тогда уравнение (3.12.4) примет вид 

Ф 0F R   . (3.13.6)  

Это уравнение равновесия и выражает принцип Даламбера для точки: 
при движении материальной точки активные силы, реакции связей и сила 
инерции образуют равновесную систему сил. 

Уравнение (3.13.6) в проекциях на декартовые оси имеет вид: 

Ф 0,

Ф 0,

Ф 0,

kx kx x

ky ky y

kz kz z

F R

F R

F R

  


   
   

  (3.13.7) 

где , ,x kx y ky z kzF F F F F F      – суммы проекций на координатные 

оси активных сил; , ,x kx y ky z kzR R R R R R     –  суммы проекций 

на координатные оси реакций связей; Ф ,x mx    Ф , Фy zmy mz     про-

екции силы инерции на координатные оси. 
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Уравнение (3.13.6) в проекциях на естественные оси (рис. 3.69): 

Ф 0,

Ф 0,

0.

k k

kn kn n

kb kb

F R

F R

F R

     
   
  

 
 
 

  (3.13.8) 

где , ,k kn kbF F F   –  
суммы проекций на естественные оси актив-
ных сил; 

, ,k kn kbR R R    –  суммы проекций на естественные коорди-
натные оси реакций связей, 

2

в

Ф ,

Ф ,

Ф 0.

п

ma

v
m

   

   
 

  (3.13.9) 

 
Рис. 3.69. Принцип Даламбера в естественных осях 

П р и м е р .  Лифт весом 7350 Н поднимается равноускоренно (рис. 
3.70) и в первые 5 с проходит 25 м. Найти натяжение троса. 

 

 
Рис. 3.70. Ускоренное движение лифта 

Согласно принципу Даламбера 

Ф 0.N P    
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Проецируя это уравнение на ось x, получаем: 

Ф 0,

Ф.

N P

N P

  
 

 

Сила инерции  

2

2
Ф ,

P P H
a

g g t
   

так как 2 / 2.H at  Следовательно, натяжение троса  

2

2
7350 1500 8850

P H
N P

g t
      (Н). 

 

3.13.2. Принцип Даламбера для системы материальных точек 

Рассмотрим систему материальных точек. 
Для любой точки 

Ф 0k k kF R   . (3.13.10) 

Умножим уравнение (3.12.10) слева на kr : 

Ф 0.k k k k k kr F r R r       (3.13.11) 

Суммируя уравнения (3.13.10) и (3.13.11) для всех точек системы, по-
лучаем: 

Ф 0,

Ф 0;

k k k

k k k k k k

F R

r F r R r

   


      

  
  

 (3.13.12) 

или 

* * *

* * *
Ф

Ф 0,

0.F R

F R

M M M

   


   
 (3.13.13) 

Т.е. при движении механической системы в любой момент времени 
геометрические суммы главных векторов активных сил, реакций связей и 
сил инерции системы, а также главных моментов активных сил, реакций 
связей и сил инерции относительно любого центра равны нулю. 

Уравнения (3.13.13) образуют в проекции на декартовы оси систему из 
6 уравнений равновесия. 
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3.13.3. Приведение сил инерции  
к главному вектору и главному моменту 

Главный вектор сил инерции от центра приведения не зависит, т.е. 
*Ф Ф ,k k k Cт а та      (3.13.14) 

где  
2 2 2

2 2 2 ( ) ;k
k k k k k C C

d r d d
m a m m r m r m a

dt dt dt
          

здесь m –  масса системы, km m  ;  

Ca  –  ускорение центра масс. 
Главный момент сил инерции  

* Ф
Ф k k k kM M r m a    , (3.13.15) 

т.е. главный момент сил инерции зависит от вида движения тела и от точки 
приведения. 

Поступательное движение. Приведем силы инерции к центру масс – 
точке С. Тогда главный момент сил инерции 

* Ф
Ф Ф

( ) 0

k k k k k k

k k k C C

M M r r m a

r m a mr a

      

      

  


, (3.13.16) 

так как 0Cr  . 
Уравнение (3.13.6) имеет тот естественный смысл, что при поступательном 

движении тело не совершает вращения вокруг центра масс. 
Вращение тела, имеющего плоскость симметрии, вокруг неподвижной 

оси, перпендикулярной к этой плоскости (рис. 3.71). Главный вектор сил 
инерции  

*Ф .Cma   (3.13.17) 

Главный момент сил инерции  
*
Ф Фk k k k k k k kM r r m a r m a           .  (3.13.18) 

Величина главного момента сил инерции вычисляется по формуле 
* 2
Ф .k k k k k k k k zM m a r m r r m r J              (3.13.19) 

В векторном виде 
*
Ф .zM J    (3.13.20) 

Итак, инерционные воздействия на данное тело сводятся к главному 
вектору сил инерции и главному моменту сил инерции:  

*

*
Ф

Ф ,

.

C

oz

ma

M J

  


   
  (3.13.21) 
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Рис. 3.71. Момент сил инерции относительно оси 

Вращение тела, имеющего плоскость симметрии, вокруг оси, прохо-
дящей через центр масс перпендикулярно плоскости симметрии. В этом 
случае главный вектор сил инерции равен нулю: 

*Ф 0Cma   ,   (3.13.22) 

а главный момент сил инерции относительно главной центральной оси 
*
Ф .CzM J     (3.13.23) 

Плоское движение тела имеющего плоскость материальной симмет-
рии. Если твердое тело, имеющее плоскость симметрии, движется парал-
лельно этой плоскости, то силы инерции точек тела приводятся к главному 
вектору сил инерции, приложенному в центре масс [см. формулу (3.13.17)] 
и паре сил инерции, лежащей в плоскости симметрии и вычисляемой по 
формуле (3.13.23).  

П р и м е р .  Стержень, шарнирно закрепленный в точке А и при-
соединенный нитью к оси вращения на противоположном конце, вращается 
вокруг этой оси с постоянной угловой скоростью const.  Найти натяжение 
нити Т. 

Решение. Сила инерции, действующая на элементарный участок 
стержня: 

2 2Ф .n
k k k k km a m r m x         

Равнодействующая сил инерции  

* 2Ф sin( ) .
2C
l

ma m     
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Распределенные силы инерции масс стержня образуют треугольник 
(рис. 3.72). Поэтому равнодействующая сил инерции приложена на высоте 

2
cos .

3
h l    

 
Рис. 3.72. Применение принципа Даламбера к решению задачи о вращении тела 

Уравнение равновесия стержня в виде суммы моментов всех сил отно-
сительно шарнира А: 

2

0;

cos sin sin 0.
2 2

AM

l P l
Tl P h

g



      


 

Откуда  

2 sin tg .
3 2

P P
T l

g
      

 

3.13.4. Общее уравнение динамики 

Согласно принципу Даламбера для любой точки механической системы: 

Ф 0k k kF R   .  (3.13.24) 

 
Рис. 3.73. Возможное перемещение движущейся точки 
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Умножая уравнение (3.13.24) скалярно на возможное перемещение 
точки ks  и суммируя затем уравнения для всех точек системы, получаем 
следующее уравнение возможных работ: 

Ф 0,k k k k k kF s R s s             (3.13.25)  

или 
Ф 0.a R

k k kA A A          (3.13.26) 

Учитывая, что для систем с идеальными связями сумма элементарных ра-
бот реакций 0R

kA  , перепишем уравнение возможных работ в виде  

 Ф 0.a
k kA A       (3.13.27) 

Это уравнение называют общим уравнением динамики, так как оно по-
зволяет решать очень большой круг задач. Это уравнение выражает прин-
цип Даламбера – Лагранжа: в любой момент движения системы с иде-
альными связями сумма элементарных работ активных сил и сил инерции 
точек системы на любом возможном перемещении системы равна нулю. 

П р и м е р .  Механическая система, состоящая из груза 1, блока 2 и катка 
3, приходит в движение под действием силы тяжести гру- 
за 1. Считая силы тяжести тел системы и коэффициент трения качения кат-
ка известными, определить ускорение груза 1. 

 

 
Рис. 3.74. Возможное перемещение механизма из положения  

динамического равновесия 

Дано: 1 2 3, , , .P P P   
Найти: а1. 
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Решение. Дадим системе возможное перемещение (груз 1 пере-
мещается вниз, блок 2 поворачивается по часовой стрелке, каток 3 катится 
вправо). Составим общее уравнение динамики  

 1 1 2 2 3 2 3 3 3Ф 0.u uP s M M Ф N              

Силы инерции и моменты сил инерции: 

22
2

1 1
1 1 2 2 2

2

23
3

1 3
3 2 2 3 1

3

; ;
2

; .
2

u
C

u
C

P
R

P ag
Ф a M I

g R

P
R

a Pg
M I Ф a

R g

    

    

 

Возможные перемещения системы связаны соотношениями 

1 1
2 3

2 3

; ;
s s

R R

 
    3 1.s s    

Подставив выражения для инерционных воздействий и возможные пе-
ремещения, выраженные через 1s , в общее уравнение динамики, получим: 

22
2 2

1 1 1 3 3 1 1
1 1 1

2 2 3 3

3 1
1 1 3

3

/

2 2

0.

P
R

P a s P g R a sg
P a s

g R R R R

P s
a s P

g R

    
        

 


        

 

Сокращая на 1s , найдем 

1 3 3
1

1 2 3 3

/
.

1 1
2 2

P P R
a

P P P P
g g g g

 


  
 

 

3.14. Динамика движений твердого тела 

3.14.1. Дифференциальные уравнения поступательного движения 
твердого тела 

При поступательном движении твердого тела все его точки движутся 
одинаково, как и его центр масс. Поэтому дифференциальные уравнения 
движения центра масс тела являются дифференциальными уравнениями 
поступательного движения твердого тела. 
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Рис. 3.75. Поступательное движение тела 

,

,

;

e
C kx

e
C ky

e
C kz

mX F

mY F

mZ F

 
  


  






  (3.14.1) 

где    m –  масса всего тела;  
, ,C C CX Y Z  –  координаты центра масс тела;  

e
kF  –  внешние силы. 

Следовательно, изучение поступательного движения тела сводится к 
изучению движения отдельной точки, имеющей массу равную массе тела. 

 

3.14.2. Дифференциальное уравнение вращательного движения тела 
вокруг неподвижной оси 

Пусть тело вращается вокруг неподвижной оси Z 
с угловой скоростью  (рис. 3.76).  

Момент количества движения любой точки Mi 
относительно оси вращения 

                 2 .iz i i i i iL m v R m R     (3.14.2) 

Кинетический момент всего твердого тела 

            2
z iz i i zL L m R J      .  (3.14.3) 

Согласно теореме об изменении кинетического 
момента механической системы имеем: 

                      e
kz

dL
M

dt
 .  (3.14.4) 

 
Так как  

,z z zL J J      (3.14.5) 

 
Рис. 3.76. Вращение 

тела  
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то  

z
z z

dL d
J J

dt dt


     (3.14.6) 

и 
e

z kzJ M  . (3.14.7) 

Уравнение (3.14.7) называется дифференциальным уравнением враще-
ния твердого тела вокруг оси Z. 

Сопоставляя это уравнение с уравнением для поступательного движе-
ния тела (3.14.1), можно заключить: момент инерции является характери-
стикой инертности тела при вращательном движении. 

Если 0e
kzM   – ускоренное вращение. Если 0e

kzM  , то 

0, const      , т.е. вращение тела равномерное (по инерции). 
П р и м е р .  Дано: натяжение ремней шкива (рис. 3.77) 40 Н и 20 Н. 
80 H,P   30 см, 25 см.R i   Найти уравнение движения шкива. 
Решение. 

 
Рис. 3.77. Вращение шкива 

Дифференциальное уравнение вращательного движения шкива 

.e
z kzJ M   

Момент внешних сил  

1 2( ) 6 Hм.e
kzM T T R    

Момент инерции шкива  
2 2 2 280

0,25 0,51кг м .
9,81z z z

P
J mi i

g
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Подставляя эти значения в дифференциальное уравнение вращения и 
дважды интегрируя, получаем: 

2

1

2
1 2

0,51 6;

11,76 ( ),

11,76 ,

5,88 .

с

t C

t C t C



 

 

   


    





 

Постоянные интегрирования найдем из начальных условий: при t=0 

 0 00, 0.      

Подставляя в два последних уравнения, находим константы 1 2 0.C C   
Следовательно, уравнение движения шкива имеет вид 

25,88 .t   
 

3.14.3.Физический маятник 

Математический маятник – это точечная масса на невесомой нити. Он 
колеблется по гармоничному закону. 

Физический маятник – это маятник с распре-
деленной массой, т.е. тело, которое может совер-
шать колебания вокруг неподвижной горизон-
тальной оси под действием силы тяжести. 

Пусть вес тела Р ; а=ОС, J0 – момент инерции 
тела относительно оси OZ. Дифференциальное 
уравнение вращательного движения, составлен-
ное относительно точки подвеса О, имеет вид  

0
e
kzJ M  .  

Момент внешних сил 
sin .e e

kz oM M Pa     
Подставив в дифференциальное уравнение, получим: 

0 sin .J Pa     

Введем обозначение: 

2

0

.aP
k

J
   

Тогда уравнение движения примет вид 
2 sin 0k   .   

 
Рис. 3.78. Физический 

маятник 
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Ограничимся случаем малых колебаний. При 10 sin .       Тогда 
дифференциальное уравнение колебания маятника примет вид линейного од-
нородного дифференциального уравнения второго порядка  

2 0k   .  

Его решение 

1 2cos sinС kt C kt   . 
Если 0 0   и маятник отпущен без начальной скорости, то 0 0    , 

и уравнение колебательных движений принимает вид  

0 coskt   ,  

т.е. вид уравнения гармонических колеба-
ний с частотой k и периодом 

0
2 / 2 / .T k J Pa     

Используя формулу для периода ко-
лебаний физического маятника, можно 
экспериментально определить момент 
инерции тела (рис. 3.79). При этом выпол-
няется следующая последовательность вы-
числений: 

1) определяется период колебаний Т 
подвешенного в некоторой точке тела; 

2) измеряется расстояние от точки 
подвеса до центра тяжести ОС = а; 

3) вычисляется момент инерции: 
2

2 .
4oz

T Pa
J 


 

 

3.14.4. Плоскопараллельное движение твердого тела 

При плоскопараллельном движении тела его положение определяется 
координатами полюса XC, YC и углом поворота относительно полюса . В 
динамике за полюс принято брать центр масс тела. Тогда согласно теореме 
о движении центра масс и c учетом уравнения вращательного движения 
тела получим: 

,

,

.

e
C kx

e
C ky

e
CZ kx

mx F

my F

J M


 


  











  (3.14.8) 

 
Рис. 3.79. Экспериментальное 
определение момента инерции 

тела 
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Рис. 3.80. Плоское движение тела 

Три этих уравнения образуют систему дифференциальных уравнений 
плоскопараллельного движения твердого тела. 

П р и м е р .  Диск катится по наклонной плоскости, имеющей коэффи-
циент сцепления сцf  (рис.3.81). 

Определить ускорение центра масс и вычислить угол наклона плоско-
сти к горизонту, при превышении которого начнется скольжение. 

Решение. 
Система дифференциальных урав-

нений плоского движения 

,

,

,

e
C kx

e
C ky

e
CZ kx

mx F

my F

J M


 


  











 

примет вид  

cц

cц

sin

0 cos ,

.

C

CZ

mx P F

P N

J F r

  

  
   




 

Здесь  со знаком минус, так как диск 
вращается по часовой стрелке. Второе 
уравнение дает N=Pcos, следователь-
но, систему можно переписать в виде 

сц

2

сц

sin ,

.
2

C

C

mx P F

mr x
F r

r

   



     



  

 
Рис. 3.81. Плоское движение тела – 

качение колеса  
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Из второго уравнения имеем  

сц2
Cmx

F


.   

Подставив сцF  в первое уравнение, получим: 

3 2 sin ;Cmx mg   

сц

2
sin ;

3
1

sin .
3

Cx g

F P

 

 


 

Т.е. центр масс диска движется равноускоренно с ускорением 
2

sin .
3c сa x g     

Угол наклона, при котором еще не начнется скольжение, определим из 
следующего условия:  

сц сцF f N  .  

Тогда 

сц
1

sin cos
3

P f P     ,   

откуда определяем угол наклона плоскости:  

сцtg 3 f  , или сцarctg3 .f   

 

3.15. Определение динамических реакций подшипников  
при вращении твердого тела вокруг неподвижной оси 

Рассмотрим твердое тело, вращающееся вокруг неподвижной оси z под 
действием приложенных к нему внешних активных сил e

kF . 
Пусть в данный момент тело имеет угловую скорость   и угловое ус-

корение  . Приложим к каждой точке тела силу инерции  Ф , Ф и Фn
k k k

 . 

Запишем уравнения равновесия для определения реакций подшипников: 
*

Ф

Ф 0,

0.A B

e
A B

R Re
A A A A

F R R

M M M M

    


    
  (3.15.1) 



 202

Для тела в пространстве имеем шесть 
уравнений равновесия в проекциях: 

Ф

Ф

Ф

Ф 0,

Ф 0,

0,

0,

0,

0.

e
kx A B kх

e
kу A B ky

е
kх A

e
kx B kх

e
ky B ky

e
kz kz

F X X

F Y Y

F Z

M Y h M

M X h M

M M

   


    


  


    


    
  

 
 

 
 
 

  (3.15.2) 

Силы инерции действуют в плоскостях, 
перпендикулярных оси вращения тела. 

Вычислим составляющие сил инерции 
точек и их проекции: 

2Ф ;

Ф .

n
k k k

k k k

m r

m r

  


  
 

 (3.15.3) 

 

 

 

 

2 2

2 2

Ф Ф cos Ф ,^ ;

Ф Ф cos Ф ,^ ;

Ф Ф cos Ф ,^ ;

Ф Ф cos Ф ,^ .

n n n k
kx k k k k k k

k

n n n k
ky k k k k k k

k

k
kx k k k k k k

k

k
ky k k k k k k

k

x
i m r m x

r

y
j m r m y

r

y
i m r m y

r

x
j m r m x

r

  

  

      

      

     


     


  (3.15.4) 

 
Рис. 3.82. Динамические реакции 

подшипников 
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2 2 2

2

Ф Ф Ф

2 2

Ф 2

2

Ф

Ф ;

Ф ;

Ф Ф

;

Ф Ф

;

.

kx k k k k k k k k C C

ky C C

n n
kx kx kx ky k kу k

k k k k k k yz xz

n
ky kx k kу k k k k k k k

zx yz

kz oz

m x m y m x m y mx my

my mx

M M M Z Z

m y z m x z J J

M Z Z m x z m y z

J J

M J

 



          

   

       

        

        

   

  

    

    

 
    

















 

(3.15.5) 

 
Рис. 3.83. Силы инерции в проекциях на декартовы оси 

Тогда уравнения динамического равновесия тела можно переписать в 
виде: 

2

2

2

2

0;

0;

0;

0;

0;

0.

e
kx A B C C

e
kу A B C C

z
kz A

e
kx B yz xz

e
ky B xz yz

e
kz z

F X X mx my

F Y Y my mx

F Z

M Y h J J

M X h J J

M J

      


       


  


       


       
   








  (3.15.6) 
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В последнее уравнение реакции не входят. Пять реакций xA, yA, z1, xB и 
yB определяются из первых пяти уравнений.  

Условия, при которых динамические реакции равны статическим: 

2

2

2

0,

0,

0.

C C

C xz

xz уz

mx my

mу J

J J

   
     
     

  (3.15.7) 

Эти уравнения удовлетворяются при 

0,

0,

0,

0,

C

C

yz

xz

X

Y

J

J

 
 
 
 

  (3.15.8) 

т.е. если ось вращения – главная центральная ось инерции тела. 
 
 

3.16. Теория удара 

3.16.1. Явление удара и основное уравнение 

Под действием обычных сил скорости материальных точек изменяются 
непрерывно. 
Явление, при котором скорости точек тела за ничтожно малый про-

межуток времени изменяются на конечную величину, называется ударом. 
Например, удар мяча о стенку, столкновение автомобилей, действие 

взрывной волны на здание и т.д. 
Значительное изменение скорости тела или точки за ничтожно малый 

промежуток времени происходит потому, что модули сил, которые разви-
ваются при ударе, весьма велики, вследствие чего импульсы этих сил яв-
ляются конечными величинами. Такие силы называются мгновенными или 
ударными. 

Пусть на точку действует сила F , и в некоторый момент времени t1 на-
чинает действовать ударная сила удF , которая действует  (секунд), где  – 

время удара (   – мало). Определим изменение количества движения точки 
за время : 

2 1 удmv mv s s   .  (3.16.1) 

Здесь s  – малая величина (импульс силы F ), и ею можно пренебречь. 
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Тогда 

2 1 удmv mv s  . (3.16.2) 

ср
уд уд уд

0

s F dt F


     (3.16.3) 

Если ударных импульсов несколько, то уравнение (3.16.2) можно пере-
писать в виде 

2 1 уд( )m v v s  . (3.16.4) 

Это и есть основное уравнение удара. Оно играет в теории удара такую 
же роль, как основной закон динамики ma F  при изучении движений 
материальной точки под действием неударных сил. 

Изменение скорости в момент удара  

уд
2 1

s
v v

m
  . (3.16.5) 

 
Рис. 3.84. Изменение траектории при ударе 

В положении В под действием ударной силы происходит резкое изме-
нение траектории – АВD. Перемещением тела за время удара можно пре-
небречь. Дальнейшее движение происходит под действием силы F . 

Итак: 
1) действием неударных сил за время удара можно пренебречь; 
2) перемещение cpv   – малая величина, и ею можно пренебречь; 

3) результат действия ударной силы на материальную точку выражается в 
конечном изменении ее скорости [см. уравнение (3.16.5)]. 

 

3.16.2. Общие теоремы теории удара 

Теорема об изменении количества движения системы при ударе. 
Так как импульсами обычных сил пренебрегаем, то 

( ) ( )
1( ) (уд) (уд)2( )

е i
К К К К ККm v m v s s   , (3.16.6) 
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где индексы е относятся к импульсам внешних сил, а индексы i – к им-
пульсам внутренних сил. 

Суммируя уравнения (3.16.6) для всех точек системы, получаем: 
( )

2 1 ,e
Kк к s   (3.16.7) 

т.е. изменение количества движения системы при ударе равно сумме всех 
внешних ударных импульсов, действующих на систему. 

В проекциях на координатные оси: 
( )

2 1
e

х х Kхк к s   .  (3.16.8) 

 
Теорема об изменении кинетического момента механической сис-

темы при ударе. 
( ) ( )

1( ) (уд) (уд)2( )
е i

К К К К ККm v m v s s   . (3.16.9) 

Умножая слева на ( )K Or  и суммируя, получаем: 

 (2) (1) 0 (уд)
e

O O KL L M s  , (3.16.10) 

т.е. изменение кинетического момента механической системы относительно 
любого центра при ударе равно геометрической сумме моментов импульсов 
всех внешних ударных импульсов относительно того же центра. 

В проекциях  

 (2) (1) (уд)
e

x x x KL L M s   (3.16.11) 

 

3.16.3. Коэффициент восстановления при ударе 

Рассмотрим прямой удар шара массой т о массивную поверхность. Раз-
личают две фазы этого удара: 

1. Шар деформируется до тех пор, пока скорость его не станет равной 

нулю. Время 1. Кинетическая энергия 21

2
mv  переходит в потенциальную 

энергию деформации и частично расходуется на нагревание. 
2. Под действием сил упругости шар частично восстанавливает свою 

первоначальную форму. Время 2. 
Из-за остаточных деформаций и нагревания шара первоначальная кине-

тическая энергия полностью не восстанавливается; поэтому шар отделяет-

ся от поверхности со скоростью и , имея кинетическую энергию 21

2
mи . 

и v .  (3.16.12) 
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Рис. 3.85. Определение коэффициента восстановления при ударе 

Отношение модуля скорости в конце удара к модулю скорости в начале 
удара называется коэффициентом восстановления при ударе: 

u
k

v
 .  (3.16.13) 

Приближенно считают, что коэффициент восстановления зависит от мате-
риала, хотя очевидно, что коэффициент зависит и от формы соударяющих-
ся тел, и от соотношения их масс. 

Коэффициент восстановления k определяют из простого опыта: 

1

2

2 ,

2 ;

v gh

u gh

 


 
  2

1

u h
k

v h
  . 

Для стекла 15 /16k  , для слоновой кости 8 / 9k  , для дерева 1 / 2k  . При 
неупругом ударе 0, 0.u k   

 

3.16.4. Прямой и косой удар тела о неподвижную поверхность 

1 .  П р я м о й  у д а р .  

1 2, .K mv K mu   

Уравнение проекции на нормаль: 

.

.

.

.

( ) .

.

n n n

n

n

n

mu mv s

v v

u u

s s

m u v s

u kv

 

 




 


 

( 1)s m k v  .  
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Ударный импульс тем больше, чем больше коэффициент восстановления. 
2 .  К о с о й  у д а р .  
Угол падения – . Угол отражения – . 

 

 
Рис. 3.86. Косой удар 

( )m u v s  .  

Пусть тело ударяется о гладкую поверхность. В этом случае реакция по-
верхности направлена по нормали. 

0,

( ) 0,

,

sin sin .

s

m u v

u v

u v



 

 



 


  

 

При абсолютно упругом ударе угол падения равен углу отражения: 

.    

Если удар неупругий, то 
,

sin sin ,

;

u v
  
  

 

т.е. угол отражения больше угла падения. 
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3.16.5. Прямой центральный удар двух тел 

Нормаль к поверхности проходит 
через центры масс шаров. Скорости 
шаров перед ударом 1v  и 2v , после 

удара – 1и  и 2и ,  1 2v v . 

( )

2 1

0,

0.

e
k x

x x

s

K K



 
 

Следовательно, 

1 1 1 2 1 1 1 2 .x x x xm v m v m u m u    
В этом уравнении две неизвестные величины. Второе уравнение даст ко-
эффициент восстановления: 

1 2 1 2

1 2 1 2

x x x x

x x x x

u u u u
k

v v v v

 
  

 
,  1 2( )x xu u  

 1 2 1 2x x x xu u k v v    .  

Ударный импульс, действующий на соударяющиеся тела, найдем, со-
ставив уравнения для одного из тел: 

 1 1 1 1 1 2( ) .x x x x xm u v s s s     

а) Абсолютно неупругий удар ( 0k  ). 

1 1 2 2
1 2

1 2

1 2
2 1 1 2

1 2

,

( ).

x x
x x

x x x x

m v m v
u u

m m

m m
s s v v

m m


 



   


 

б) Абсолютно упругий удар ( 1)k  .  

1 2
2 1 1 2

1 2

2
( )x x x x

m m
s s v v

m m
   


.  

Т.е. при абсолютно упругом ударе ударный импульс вдвое больше, чем 
при абсолютно неупругом. 

 

Контрольные вопросы 

1. В чем смысл основного закона динамики? 
2. В чем смысл первой и второй задач динамики? 
3. Что может вызвать затруднение при решении второй задачи дина-

мики в случае действия на точку переменных сил?  
4. В чем заключается процесс колебаний материальной точки? 
5. Какая сила обусловливает свободные колебания точки? 

 

x

 
Рис. 3.87. Прямой центральный удар 
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6. Какой вид имеют дифференциальное уравнение свободных колеба-
ний материальной точки и его решение в амплитудном виде? 

7. От каких факторов зависят частота, период, амплитуда и начальная 
фаза свободных колебаний материальной точки? 

8. Каков вид графиков свободных колебаний, затухающих колебаний и 
апериодического движения материальной точки? 

9. Какие силы вызывают вынужденные колебания материальной точ-
ки? 

10. Какой вид имеют дифференциальное уравнение вынужденных ко-
лебаний и его решение? 

11. С какой частотой происходят установившиеся вынужденные коле-
бания материальной точки? 

12. При каких условиях возможен резонанс? 
13. Что называют коэффициентом динамичности? 
14. Как сказывается сопротивление движению на колебательном про-

цессе? 
15. Что называется механической системой? 
16. Каким свойством обладают внутренние силы механической систе-

мы? 
17. Как определяется положение центра масс механической системы? 
18. В чем суть теоремы о движении центра масс? 
19. Что называется моментом инерции механической системы относи-

тельно оси вращения? 
20. Как вычисляется момент инерции твердого тела относительно па-

раллельной оси? 
21. Как вычисляется работа постоянной силы на прямолинейном пере-

мещении ее точки приложения? 
22. Как вычисляется элементарная работа силы? 
23. Как вычисляется работа переменной силы на криволинейном пере-

мещении ее точки приложения? 
24. Как вычисляется работа силы тяжести? 
25. Как вычисляется работа силы упругости?  
26. Как вычисляется работа силы при повороте тела? 
27. Что называется импульсом силы? 
28. Что называется количеством движения материальной точки? 
29. Что называется моментом количества движения материальной точки 

относительно центра и относительно оси? 
30. Что называется кинетической энергией материальной точки? 
31. Сформулируйте теорему об изменении количества движения мате-

риальной точки. 
32. Сформулируйте теорему об изменении момента количества движе-

ния материальной точки. 
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33. Сформулируйте теорему об изменении кинетической энергии мате-
риальной точки. 

34. Сформулируйте теорему об изменении кинетической энергии меха-
нической системы. 

35. Что называется количеством степеней свободы твердого тела? 
36. Что называется возможным перемещением точки механической сис-

темы? 
37. Что называется идеальной связью? 
38. Как формулируется принцип возможных перемещений? 
39. Как формулируется принцип Даламбера для материальной точки? 
40. Как формулируется принцип Даламбера для механической системы? 
41. Как формулируется общее уравнение динамики? 
42. Что представляет собой явление удара? 
43. Запишите основное уравнение удара. 
44. Что называют ударной силой? 
45. Что называют коэффициентом восстановления при ударе?  
46. Как соотносятся угол падения и угол отражения при ударе о глад-

кую неподвижную поверхность? 

*** 

Итак, читатель дошел до последней страницы книги, в которой автор в 
меру своих сил постарался в краткой форме изложить постулаты и образы 
классической механики. Прочтение книги должно послужить одной из 
ступеней в процессе познания материальной действительности, которая, в 
свою очередь, послужит основой для усвоения наук о прочности и жестко-
сти строительных конструкций и принципах работы машин и механизмов. 
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